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Аннотация. На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу. Подгруппа A 
группы G называется квазинормальной в G, если AH = HA для всех подгрупп H группы G. Если A – подгруппа в G, то 

qGA  – подгруппа в A, порожденная всеми теми ее подгруппами, которые квазинормальны в G. Мы говорим, что 

подгруппа A является N-квазинормальной в G ( ),N G  если для некоторой квазинормальной подгруппы подгруппы T 

группы G, содержащей A, N изолирует пару ( , ),qGT A  т. е. .qGN T N A    Используя эти понятия, мы даем новые 

характеризации разрешимых и сверхразрешимых конечных групп. 
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Введение 
Все рассматриваемые в работе группы ко-

нечны и G всегда обозначает  группу; ( )G  – 

решетка всех подгруппы группы G. Если 
,K H G   то [ / ]H K  обозначает [1] подрешет-

ку в ( ),L G  состоящую из всех подгрупп V G  с 

условием .K V H    
Подгруппа A группы G называется квази-

нормальной в G, если AH = HA для всех подгрупп 
H группы G. 

Если A – подгруппа в G, то qGA  – подгруппа 

в A, порожденная всеми теми ее подгруппами, 
которые квазинормальны в G. 

Мы говорим, что подгруппа A является N-
квазинормальной в G (Оре [2]), если для некото-
рой квазинормальной подгруппы подгруппы T 
группы G, содержащей A, N изолирует пару 
( , ),qGT A  т. е. .qGN T N A    

Если A – подгруппа в G, то через qGA  мы 

обозначаем подгруппу в A, порожденную всеми 
теми ее подгруппами, которые квазинормальны в G. 

Определение 0.1. Пусть A и N – подгруппы 
в G. Тогда мы говорим, следуя [3], [4], что A яв-
ляется N-квазинормальной в G, если для некото-
рой квазинормальной подгруппы T группы G, 
содержащей A, подгруппа N изолирует пару 
( , ),qGT A  т. е. .qGN T N A    

Пример 0.2. (i) Всякая нормальная погруппа 
является квазинормальной. 

(ii) Если подгруппа A квазинормальна в G, 
то qGA A  и поэтому пологая T = A видим, что A 

является N-квазинормальной в G для любой под-
группы .N G  

(iii) p, q, r – попарно различные простые 
числа, где r делит 1.q   Пусть q rL C C   – не-

абелева группа порядка qr. 
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Пусть 8 ,N P Q   где 8Q  – группа кватер-

нионов порядка 8 и P – простой 8pQ -модуль, 

точный для 8.Q  Пусть S = PV, где V – некоторая 

квазинормальная подгруппа группы 8 ,Q  не яв-

ляющаяся нормальной в 8.Q  Тогда V является 

квазинормальной в G.  
Пусть ( )q rG N L N C C      и .rA SC  

Тогда подгруппа rC  не является квазинормаль-

ной в L ввиду леммы 1.6 ниже и поэтому rC  не 

является квазинормальной в G. Следовательно, 

qGA S  и поэтому ,qGN AL S N A S      

где подгруппа AL квазинормальна в G леммы 
1.1 (4) ниже. Значит, A N-квазинормальна в G, и 
A не является квазинормальной в G. 

Основной целью данной работы является 
доказательство следующих двух теорем. 

Теорема 0.3. Группа G разрешима в том и 
только в том случае, когда выполняются сле-
дующие два условия:  

(i) G имеет нормальную подгруппу N с раз-
решимым фактором /G N  и 

(ii) в G имеется цепь подгруппп  

0 11 ,tG G G G      
где подгруппа iG  N-квазинормальна в G и решет-

ка 1[ / ]i iG G  модулярна для всех 0, , 1.i t    

Теорема 0.4. Группа G сверхразрешима в 
том и только в том случае, когда выполняются 
следующие два условия:  
  (i) G имеет нормальную подгруппу N с 
сверхразрешимым фактором /G N  и  

(ii) в G имеется цепь подгруппп  

0 11 ,tG G G G      

где подгруппа iG  N-квазинормальна в G и решетка 

1[ / ]i iG G  дистрибутивна для всех 0, , 1.i t    

 
1 Некоторые предварительные результаты 
Лемма 1.1. Пусть R, A, E – подгруппы в G, 

где R G  и A квазинормальна в G. Тогда верны 
следующие утверждения. 

(1) /AR R  квазинормальна в / .G R  
(2) Если /U R  – квазинормальная подгруппа 

в / ,G R  то U – квазинормальная подгруппа в G. 
(3) A E  – квазинормальная подгруппа в E. 
(4) Если E – квазинормальная подгруппа в G, 

то ,A E   – квазинормальная подгруппа в G. 

(5) Если /H K  – главный фактор G и 

,G
GA K H A    то / ( / ).H K Z G K  

(6) Решетки [ , / ]A E A   и [ / ( )]E E A  

изоморфны. 
Доказательство. (1) Пусть /H R  – под-

группа в / .G R  Тогда H – подгруппа в G и по-
этому AH = HA, что влечет  

/ ( / )( / ) ( / )( / ) /AH R AR R H R AR R H R HA R    

и поэтому /AR R  квазинормальна в / .G R  
(2) Пусть H – подгруппа в G. Тогда /HR R  – 

подгруппа в /G R  и поэтому  
/ / ( / )( / )

( / )( / ) / / ,

UH R UHR R U R HR R

HR R U R HUR R HU R

  
  

 

что влечет HU = UH и поэтому U – квазинор-
мальная подгруппа в G. 

(3) Пусть H – подгруппа в E. Тогда HA = AH – 
подгруппа в G и поэтому ( )E HA H A E    – 

подгруппа в E, что влечет ( ) ( )H A E A E H    

и поэтому A E  – квазинормальная подгруппа в E. 
(4) Пусть H – подгруппа в G. Тогда из 

HA = AH и HE = EH следует, что 
, ,H A E A E H      

ввиду [5, гл. A, лемма 1.6 (a)]. Следовательно, 
,A E   – квазинормальная подгруппа в G. 

(5) Это утверждение вытекает из теоремы 
5.2.3 книги [5]. 

(6) Это утверждение вытекает из теорем 
2.1.5 и 2.1.6 книги [1], поскольку каждая квази-
нормальная подгруппа является модулярной в 
этой группе ввиду теоремы 2.1.3 книги [1].          

Лемма 1.2. Пусть R A E G    и .R G  
Тогда верны следующие утверждения. 

(1) qGA  квазинормальна в G. 

(2) .qG qEA E  

(3) ( / )( / ) / .q G R qGA R A R  

Доказательство. (1) Это утверждение явля-
ется следствием леммы 1.1 (4). 

(2) Это утверждение является следствием 
свойства (1) и леммы 1.1 (3). 

(3) Ввиду свойства (1) и леммы 1.1(1), 

( / )/ ( / ) .qG q G RA R A R  Пусть теперь / / ,U R A R  

где /U R  квазинормальна в / .G R  Тогда U A  
и U – квазинормальная подгруппа в G по лемме 
1.1 (2). Это означает, что qGU A  и, следова-

тельно, ( / ) ( / )( / ) / ( / ) ,q G R qG q G RA R A R A R   что 

влечет ( / )( / ) / .q G R qGA R A R                                   

Лемма 1.3. Пусть A и N – подгруппы в G и 
для нормальной подгруппы R группы G мы имеем 
либо ,R N  либо .R A  Если A N-квазинор-

мальна в G, то /AR R  является ( / )NR R -квази-

нормальной в / .G R  
Доказательство. Пусть ,A T G   где T 

квазинормальна в G и .mGN T N A    Тогда 

/ / ,AR R TR R  где /TR R  квазинормальна в 

/G R  ввиду леммы 1.1 (1). Покажем, что  

( / )/ / / ( / ) .q G RNR R TR R NR R AR R    

Предположим, что .R N  Тогда  
( / ) ( / ) ( / ) ( / )

( ) / ( ) / ( ) / .qG

NR R TR R N R TR R

N TR R R N T R R N A R

   
     

 

С другой стороны, 
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( / )

( ) / / ( ) /

( / )

qG qG qG

q G R

R N A R RA R RA R

RA R

   


 

по лемме 1.2 (3). Это означает, что 

( / )/ / / ( / )

/ /

q G RN R TR R N R AR R

N R TR R

   

 
 

и, следовательно, 

( / )/ / / ( / ) .q G RNR R TR R NR R AR R    

Аналогично можно доказать, что 

( / )/ / / ( / )q G RNR R TR R NR R AR R    
и в случае, когда .R N  Таким образом, под-
группа /AR R  является ( / )NR R -квазинормаль-

ной в / .G R                                                               
Лемма 1.4. Пусть A E  и .L N G   Если 

A N-квазинормальна в G, то A L-квазинормальна 
в G и A ( )N E -квазинормальна в E. 

Доказательство. Пусть ,A T G   где T 

квазинормальна в G и .qGN T N A    Тогда  

,qG qGL T L N T L N A L A          
т. е. A L-квазинормальна в G. Кроме того, 
A T E   и T E  квазинормальна в E по лемме 

1.1 (3). Покажем, что  
( ) ( ) ( ) .qEN E T E N E A       

Действительно, из  

qGN T N A    
следует, что 

( ) ( ) ( ) ,qGN E T E N E A       
где ( ) ( )qG qEN E A N E A      по лемме 1.2 (2) 

и, следовательно, 
( ) ( ) ( )

( ) ( ).

qEN E T E N E A

N E T E

      

   
 

Итак,  
( ) ( ) ( ) .qEN E T E N E A       

Следовательно, A ( )N E -квазинормальна в E.  

Напомним, что подгруппа A группы G на-
зывается U -нормальной в G [6], если каждый 

главный фактор G между GA  и GA  цикличен. 

Следующая лемма является следствием тео-
рем 1.3 и 1.4 из [6]. 

Лемма 1.5. Если A и B – U -нормальные 
подгруппы группы G, то пересечение A B  
также U -нормально в G. 

Подгруппа M группы G называется моду-
лярной в G, если M – модулярный элемент (в 
смысле Куроша [1, стр. 43]) решетки ( ),G  т. е.  

(1) , ,X M Z X M Z        для всех 
,X G Z G   таких, что ,X Z  и  

(2) , ,M Y Z M Y Z        для всех ,Y G  
Z G  таких, что .M Z  
 Лемма 1.6 [1, Теорема 5.1.1]. Подгруппа A 
квазинормальна в G тогда и только тогда, когда 
A модулярна и субнормальна в G. 

 

2 Доказательство основных результатов 
Доказательство теоремы 0.3. Если 

0 11 tG G G G      
– главный ряд разрешимой группы G, то условия (i) 
и (ii), очевидно, выполнены для iG  и 1[ / ].i iG G  

Покажем теперь, что если условия (i) и (ii) 
выполнены в G, то G является разрешимой груп-
пой. Предположим, что не так и пусть G – 
контрпример минимального порядка. Тогда мы 
можем считать, не теряя общности, что  

0 11 .tG G G G      

(1) Если R – минимальная нормальная под-
группа в G и ,R N  то /G R  разрешима. 

В /G R  рассмотрим ряд  

0 1/ / / / .tG R R G R R G R R G R     

Прежде заметим, что /iG R R  является /N R -

квазинормальной в /G R  для всех 0, , 1i t    

ввиду леммы 1.3, где ( / ) / ( / ) /G R N R G N  

разрешима. 
Подгруппа R, очевидно, является квазинор-

мальной в G (см. пример 0.2 (i)) и поэтому ре-
шетки 1[ / ]i iG G   и 1[( / ) / ( / )]i iG R R G R R  изо-

морфны ввиду леммы 1.1 (6). Таким образом, 
решетка 1[( / ) / ( / )]i iG R R G R R  является моду-

лярной для всех 0, , 1.i t    Следовательно, 

условия (i) и (ii) выполнены в /G R  и поэтому 
/G R  является разрешимой группой по выбору G. 

(2) 1tG   разрешима. 

Ввиду леммы 1.4, подгруппа iG  является 

1( )tN G  -квазинормальной в 1,tG   где  

1 1 1/ ( ) / /t t tG N G NG N G N     
разрешима. Таким образом, условия (i) и (ii) вы-
полнены для 1tG   и поэтому 1tG   разрешима 

ввиду выбора G. 
(3) R является неабелевой группой и 1tR G   

(Это вытекает из утвеждений (1) и (2) и выбора 
группы G). 

(4) Если V – U -нормальная подгруппа в G и 
,V R  то либо V = 1, либо V = R. 

Предположим, что 1 .V R   Тогда 1GV   и 
GV R  ввиду минимальности R. Следовательно, 

R – циклическая группа, что противоречит утве-
ждению (3). Таким образом, имеет место (4). 

(5) Если T – квазинормальная подгруппа в G, 
содержащая 1,tG   и 1( ) ,t qGN T N G     то 

1( ) 1.t qGR T R G      В частности, 1 1.tR G    

Из 1( )t qGN T N G     вытекает, что 

1( )t qGR T R G     по лемме 1.4. Предположим, 

что 1: ( ) 1.t qGV R G     Ввиду лемм 1.1 (5) и 

1.2 (1), 1( )t qGG   – U -нормальная подгруппа в G. 

Следовательно, V – U -нормальная подгруппа в 
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G по лемме 1.5. Но тогда V = R ввиду утвержде-
ния (4) поскольку 1.V   Следовательно, 

1 1( ) ,t qG tR G G    что противоречит утвержде-

нию (3). Таким образом, мы имеем (5). 
(6) 1.tG R G    

Покажем, что условия (i) и (ii) выполнены 
для 1: .tE R G    Рассмотрим ряд 

0 1 11 .tG G G E      

Ввиду леммы 1.4, все подгруппы iG  являются 

( )N E -квазинормальными в E, где фактор  

/ ( ) / /E N E NE N G N   
разрешим. Кроме того, решетка 1[ / ]tE G   являет-

ся подрешеткой в 1[ / ]t tG G   и поэтому она моду-

лярна поскольку модулярна решетка 1[ / ].t tG G   

Следовательно, условия (i) и (ii) выполнены для 
E. Если ,E G  то E разрешима ввиду выбора G 
и тогда R – абелева группа, что противоречит 
утвержденению (3). Значит, 1.tG R G     

Заключительное противоречие. Из утвер-
ждений (5) и (6) вытекает, что  

1 1 1( ) ( )t t tT T R G G T R G        
– квазинормальная в G подгруппа и 1( ) .t GR G   

Значит, 1tG   U -нормальна в G по лемме 1.1 (5). 

Предположим, что 1( ) .G
tR G   Тогда из G-изо-

морфизма  

1 1/1 ( ) / ( )t G t GR G R G   
вытекает, что R – циклическая группа. Это про-
тиворечие показывает, что 1 ,( )G

tR G   и тогда 

из утверждений (1) и (6) и выбора группы G вы-
текает, что 1 1( )G

t tG G   – нормальная подгруп-

па в 1tG R G    и модулярная решетка 

1[ / ]t tG G   изоморфна решетке всех подгрупп 

1( / )tG G   фактор группы 1/ .tG G   Таким обра-

зом, 1/ tG G   – разрешимая группа по теореме 

2.4.4 книги [1]. Но  

1 1 1/ /t t tR RG G G G    
и поэтому R – абелева группа, что невозможно 
ввиду утверждения (3).                                                 

Доказательство теоремы 0.4. Если  

0 11 tG G G G      
– главный ряд сверхразрешимой группы G, то 
условия (i) и (ii), очевидно, выполнены для iG  и 

1[ / ].i iG G  

Покажем теперь, что если условия (i) и (ii) 
выполнены в G, то G является свехразрешимой 
группой. Предположим, что это не так, и пусть G 
– контрпример минимального порядка. Тогда 

1.N   Пусть R – минимальная подгруппа G, со-
держащаяся в N. Тогда для некоторого i имеет 
место iR G  и 1.iR G   

(1) /G R  сверхразрешима и подгруппа R не 
является циклической. 

В /G R  рассмотрим ряд  

0 1/ / / / .tG R R G R R G R R G R     

Прежде заметим, что /jG R R  является /N R -ква-

зинормальной в /G R  для всех 0, , 1j t    

ввиду леммы 1.3, где  
( / ) / ( / ) /G R N R G N  

свехразрешима. Решетка 1[ / ]j jG G  является ди-

стрибутивной по условию. 
Подгруппа R, очевидно, является квазинор-

мальной в G (см. пример 0.2 (i)) и поэтому ре-
шетки 1[ / ]j jG G   и 1[( / ) / ( / )]j jG R R G R R  изо-

морфны ввиду леммы 1.1 (6). Таким образом, 
решетка 1[( / ) / ( / )]j jG R R G R R  является дистри-

бутивной для всех 0, , 1.j t    Следовательно, 

условия (i) и (ii) выполнены в /G R  и поэтому 
/G R  является свехразрешимой группой по вы-

бору G. Более того, выбор G означает, подгруппа 
R не является циклической. 

(2) Если V – U -нормальная подгруппа в G и 
,V R  то либо V = 1, либо V = R. 

Предположим, что 1 .V R   Тогда 1GV   и 
GV R  ввиду минимальности R. Следовательно, 

R – циклическая группа, что противоречит утве-
ждению (1). Таким образом, имеет место (2). 

(3) jG  R-квазинормальна в G для всех j (по-

скольку ,R N  то это вытекает из леммы 1.4). 
Заключительное противоречие. Пусть 

,iG T  где T – квазинормальная в G подгруппа и  

( ) .i qGR T R G    
Предположим, что  

: ( ) 1.i qGV R G    
Ввиду лемм 1.1 (5) и 1.2 (1), ( )i qGG  – U -нор-

мальная подгруппа в G. Следовательно, V –  
U -нормальная подгруппа в G по лемме 1.5. Но 
тогда V = R ввиду утверждения (2), поскольку 

1.V   Следовательно, ( ) ,i qG iR G G   что про-

тиворечит определению индекса i. Таким обра-
зом, V = 1 и поэтому  

( ) 1.i i qGR G R T R G       
Значит, решетки [ /1 / ( )]iR R R G   и [ / ]i iG R G  

изоморфны ввиду леммы 1.1 (6), поскольку каж-
дая нормальная подгруппа является в группе 
ввиду примера 0.2(i). Понятно также, что 
[ / ]i iG R G  является подрешеткой в 1[ / ].i iG G   

Таким образом, решетка 1[ / ]i iG G  дистри-

бутивна и поэтому дистрибутивна решетка 
[ /1],R  что влечет цикличность группы R по тео-

реме 1.2.3 книги [1]. И в этом случае группа G 
сверхразрешима, снова ввиду утверждения (1), 
что  противоречит выбору группы G.                     
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