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Введение  
Все группы, которые мы рассматриваем в 

данной работе, являются конечными. 
Следующая концепция, развивающая поня-

тие квазиперестановочной подгруппы (см. [1]), 
т. е. подгруппы, перестановочной со всеми под-
группами группы, предложена в работе [2]. 

Определение 1. Пусть A, B – подгруппы 
группы G. Тогда A называется: 

(1) G-перестановочной с B, если x xAB B A  
для некоторого ;x G  

(2) наследственно G-перестановочной с B, 
если x xAB B A  для некоторого элемента 

, .x A B   
Определение 2. Подгруппа A группы G на-

зывается (наследственно) G-перестановочной в 
G, если A (наследственно) G-перестановочна со 
всеми подгруппами из G. 

Наследственно G-перестановочные под-
группы в последнее время нашли ряд интерес-
ных приложений, связанных с изучением нор-
мальной структуры конечной группы и получе-
нием критериев ее не простоты [3]–[8]. 

В частности, в [3], [4], отвечая на вопрос о 
существовании G-перестановочных и наследст-
венно G-перестановочных подгрупп в неабеле-
вых простых группах (см. вопрос 17.112 из «Ко-
уровской тетради» [9]), А.А. Гальт и В.Н. Тютя-
нов показали, что спорадические и исключи-
тельные группы лиева типа не содержат нетри-
виальных наследственно G-перестановочных 
подгрупп.  

В [5] доказана разрешимость группы, у ко-
торой все минимальные подгруппы являются 
наследственно G-перестановочных (под мини-
мальной подгруппой группы G понимается любая 
ее подгруппа простого порядка).  

В [6] доказано, что если S – силовская 
2-подгруппа группы G и каждая максимальная 
подгруппа из S является наследственно G-пере-
становочной в G, то G разрешима.  

В работах [7], [8] исследовано нормальное и 
формационное строение группы, у которой лю-
бая подгруппа Шмидта является наследственно 
G-перестановочной (подгруппой Шмидта назы-
вается ненильпотентная группа, все собственные 
подгруппы которой являются нильпотентными). 
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В данной работе развиваются результаты из 
[5]. Здесь исследуется строение группы, у кото-
рой все подгруппы порядка 2 и 3, а также все 
циклические подгруппы порядка 4 являются на-
следственно G-перестановочными. 

Наша главная цель – доказательство сле-
дующей теоремы. 

Теорема А. Пусть G – группа, у которой 
все подгруппы порядка 2 и 3, а также все цикли-
ческие подгруппы порядка 4 являются наследст-
венно G-перестановочными. Тогда G – {2,3}-сверх-
разрешимая группа. 

Напомним, что для множества   простых 
чисел группа G называется  -сверхразрешимой, 
если она обладает главным рядом, каждый фак-
тор которого либо является  -группой, либо 
имеет простой порядок p для некоторого .p  

Из теоремы А, в частности, следует, что ес-
ли G – 3 -группа, у которой все подгруппы по-
рядка 2, а также все циклические подгруппы по-
рядка 4 являются наследственно G-перестано-
вочными, то G 2-сверхразрешима. 

 
1 Определения и предварительные ре-

зультаты 
В данной работе мы используем определе-

ния и обозначения, которые приняты в книге [10]. 
Будем использовать следующие обозначения: 
– если p – простое число, то ( )pSyl G  – 

множество всех силовских p-подгрупп группы G; 
– ( )G  – подгруппа Фраттини группы G;  

– ( )Z G  – центр группы G;  

– nZ  – циклическая группа порядка n; 

– если A и B – подгруппы группы G, то 
:A B  – их полупрямое произведение. 

Доказательство следующего результата 
осуществляется простой проверкой. 

Лемма 1.1. Пусть H и K – подгруппы груп-
пы G, причем K нормальна в G. Если подгруппа H 
является наследственно G-перестановочной в G, 
то подгруппа /HK K  является наследственно 

/G K -перестановочной в / .G K  
Минимальная неразрешимая группа – это 

неразрешимая группа, все собственные подгруп-
пы которой разрешимы. Простая проверка пока-
зывает, что группа G является минимальной не-
разрешимой группой тогда и только тогда, когда 

/ ( )G G  – минимальная простая группа, т. е. 

неабелева простая группа, все собственные под-
группы которой разрешимы. Полный список ми-
нимальных простых групп приведен Томпсоном 
в [11]. Этот список содержит следующие группы:  

– 2 (2 ),pPSL  где p – простое число; 

– 2 (3 ),pPSL  где p – простое число, большее 3; 

– 2 ( ),PSL p  где p – простое число, большее 

5, и 2 1 0 (mod  5);p    

– 3 (3);PSL  

– (2 ),pSz  p – простое нечетное число. 

Будем использовать следующий результат. 
Лемма 1.2 [5, лемма 3]. Пусть G – мини-

мальная простая группа. Тогда G не содержит 
нетривиальных наследственно G-перестановоч-
ных подгрупп. 

Предложение 1.1. Пусть G – 3 -группа, у 
которой все подгруппы порядка 2 и все цикличе-
ские подгруппы порядка 4 являются наследст-
венно G-перестановочными. Тогда группа G раз-
решима. 

Доказательство. Пусть группа G – мини-
мальный контрпример к предложению. Если 
собственная подгруппа группы G имеет нечет-
ный порядок, то она разрешима по теореме 
Томпсона-Фейта; если же она имеет четный по-
рядок, то она неразрешима, поскольку G являет-
ся минимальным контрпримером к предложе-
нию. Следовательно, G – минимальная неразре-
шимая группа. Если G является простой неабеле-
вой группой, то она будет минимальной простой 
группой и (2 )pG Sz  для некоторого простого 

числа 3.p   Данный случай невозможен ввиду 

леммы 1.2. 
Таким образом, G не является простой не-

абелевой группой. Легко показать, что / ( )G G  – 

минимальная простая неабелева 3 -группа. Та-

ким образом, / ( ) (2 )pG G Sz   для некоторого 

простого числа 3.p   Согласно леммам 1.1 и 

1.2, все элементы группы G, имеющие порядок 2 
и 4, содержатся в подгруппе ( ).G  

Пусть ( )x G  и | | 2.x   Тогда ввиду ус-

ловия предложения для некоторых силовских 
подгрупп ( )tU Syl G  и ( ),sS Syl G  где 

( 2 1)t q q    и ( 2 1),s q q    существу-

ют подгруппы x U   и .x S   Так как под-
группа ( )G  нильпотентна, то подгруппа 

2 ( ( ))R Syl G   нормальна в G. Отсюда следует, 

что  
.x S R x U R x         

Поэтому :x S x S x S        и 
: .x U x U x U        Если ,S U   – 

собственная подгруппа группы G, то ,S U   
является разрешимой группой. Тогда группа 

/ ( ) (2 )pG G Sz   содержит собственную разре-

шимую подгруппу  
( ) / ( ), ( ) / ( ) ,S G G U G G       

где  
( ) / ( ) ( / ( ))tU G G Syl G G     

и ( ) / ( ) ( / ( )).sS G G Syl G G     Последнее не-

возможно ввиду строения группы (2 )pSz  (см., 

например, [12]). 
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Таким образом, ,S U G   и ( ).x Z G  

Поскольку x   – произвольный элемент по-
рядка 2, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 2, содержатся в ( ).Z G  

Пусть ( )x G  такой, что | | 4.x   Так же 

как в случае | | 2x   показывается, что 

, .x G S U     Ввиду [13, лемма 5.4.1] 

( ).x Z G  Так как x – произвольный элемент по-

рядка 4, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 4, содержатся в ( ).Z G  

Таким образом, все элементы порядка 2 и 4 
группы G содержатся в ( ).Z G  Ввиду [14, теоре-

ма IV.5.5] группа G является 2-нильпотентной, 
что невозможно. 

Предложение доказано. 
При доказательстве теоремы А мы будем 

опираться на следующий результат из [15]. 
Лемма 1.3. Пусть p и q – простые числа, m 

и n – натуральные числа, причем 1.m np q   

Тогда выполняется одно из следующих утвер-
ждений: 

1) 2,q   3,p   3n   и 2;m   

2) 2,q   1,m   n является степенью числа 

2, а 1np   – простое число Ферма; 

3) 2,p   1n   и 1mq p   – простое число 

Мерсенна, в частности, m является простым 
числом. 

Описание подгрупп группы 2 ( )PSL p  со-

держится в известной теореме Диксона (см., на-
пример, [14, теорема II.8.27]). В дальнейшем мы 
будем опираться на нее без дополнительных 
ссылок. 
 

2 Доказательство теоремы A 
Покажем сначала, что группа G является 

разрешимой. Предположим, что это не так и G – 
минимальный контрпример. Ввиду предложения 
1.1 будем считать, что 3 делит порядок группы 
G. Ясно, что G – минимальная неразрешимая 
группа. Более того, ввиду леммы 1.2 мы можем 
считать, что G не является простой неабелевой 
группой. Следовательно, ( ) 1G   и / ( )G G  – 

минимальная простая группа. Согласно леммам 
1.1 и 1.2, все элементы группы G порядков 2, 3 и 
4 содержатся в подгруппе ( ).G  Рассмотрим все 

возможные случаи. 
1. 2/ ( ) (2 ),pG G PSL   где p – простое число. 

Из теоремы Диксона следует, что в группе 

2 2(2 ) ( )pPSL PSL q  силовская 2-подгруппа U 

содержится в единственной максимальной под-
группе : ( 1).B q q   Кроме того, 2 ( )PSL q  со-

держит циклическую подгруппу 1.qT Z   При 

этом числа q, 1,q   1q   являются попарно 

взаимно простыми. Ввиду леммы 1.3 равенство 
2 1 3p m   имеет место только в случае 3p   и 

2m   для группы 3
2 (2 ).PSL  В оставшихся слу-

чаях имеется простой делитель s числа 1,q   

отличный от 3. Пусть 2( (2 )).p
sS Syl PSL  В силу 

изложенного имеем 2, (2 ).pU S PSL   

Пусть сначала 3.p   Рассмотрим элемент 

( )x G  такой, что | | 3.x   Тогда ввиду условия 

теоремы для некоторых подгрупп 2 ( )U Syl G  и 

( ),sS Syl G  где (2 1) \{3},ps   существуют 

подгруппы x S   и .x U   Так как подгруппа 
( )G  нильпотентна, то подгруппа 3 ( ( ))R Syl G   

нормальна в G. Отсюда следует, что 
.x S R x U R x         

Поэтому :x S x S     и : .x U x U     
Если ,S U   – собственная подгруппа группы 
G, то ,S U   является разрешимой группой. 

Тогда группа 2/ ( ) (2 )pG G PSL   содержит соб-

ственную разрешимую подгруппу 
( ) / ( ), ( ) / ( ) ,S G G U G G       

где 2( ) / ( ) ( / ( ))U G G Syl G G     и 

( ) / ( ) ( / ( )).sS G G Syl G G     Последнее невоз-

можно ввиду строения группы 2 (2 ).pPSL  

Таким образом, ,S U G   и подгруппа 
x   нормальна в G. Следовательно, для любо-

го элемента z G  порядка 3 подгруппа z   
нормальна в G. Ясно, что ( ).z Z R   Поэтому 

( ) ( ).GG C z     Так как подгруппа ( )GC z   

является нормальной в G, то ( )GC z G    и 

( ).z Z G  Поскольку z – произвольный элемент 

порядка 3, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 3, содержатся в ( ).Z G  Ввиду теоремы 

IV.3.5 из [14] группа G является 3-нильпотент-
ной, что невозможно.  

Пусть теперь 2/ ( ) (8).G G PSL   Отметим, 

что в группе 2 (8)PSL  порядка 3 22 3 7   силов-

ская 7-подгруппа S и силовская 3-подгруппа T 
порождают 2 (8).PSL  

Пусть ( )x G  такой, что | | 2.x   Тогда 

ввиду условия теоремы для некоторых подгрупп 

7 ( )U Syl G  и 3 ( )S Syl G  существуют подгруп-

пы x S   и .x U   Так как подгруппа ( )G  

нильпотентна, то подгруппа 2 ( ( ))R Syl G   

нормальна в G. Отсюда следует, что 
.x S R x U R x         

Поэтому :x S x S x S        и 
: .x U x U x U        

Так как , ,S U G   то ( ).x Z G  Посколь-

ку x – произвольный элемент порядка 2, то все 
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элементы группы G, имеющие порядок 2, содер-
жатся в ( ).Z G  

Пусть ( )x G  такой, что | | 4.x   Так же 

как в случае | | 2x   показывается, что 

, .x G S U     Ввиду [13, лемма 5.4.1] 

( ).x Z G  Так как x – произвольный элемент по-

рядка 4, то все элементы группы G, имеющие 
порядок 4, содержатся в ( ).Z G  

Таким образом, все элементы порядка 2 и 4 
группы G содержатся в ( ).Z G  Ввиду [14, теоре-

ма IV.5.5] группа G является 2-нильпотентной, 
что невозможно. 

2. 2/ ( ) ( ),G G PSL p   где p – простое чис-

ло, большее 5, и 2 1 0 (mod  5)p    или 

2/ ( ) (3 ),pG G PSL   где p – простое число, 

большее 3. 
Рассмотрим элемент ( )x G  такой, что 

| | 3.x   Тогда из строения группы / ( )G G  сле-

дует, что , ,G U S   где 2 ( )U Syl G  и 

( )sS Syl G  для некоторого простого s, большего 

3. Рассуждая далее по аналогии с описанным в 
пункте 1 случаем, получаем, что все элементы 
группы G, имеющие порядок 3, содержатся в 

( ).Z G  Ввиду теоремы IV.3.5 из [14] группа G 

является 3-нильпотентной, что невозможно. 
3. 3/ ( ) (3).G G PSL   

Из [15] следует, что в группе 3 (3)PSL  си-

ловская 13-подгруппа S и силовская 3-подгруппа 
T порождают группу 3 (3).PSL  Далее по аналогии 

с описанным в пункте 1 случаем 

2/ ( ) (8)G G PSL   приходим к противоречию. 

Итак, G – разрешимая группа. Покажем те-
перь, что любая группа, удовлетворяющая усло-
виям теоремы, является  -сверхразрешимой, где 

{2,3}.   

Предположим, что это не так. Тогда суще-
ствует по крайней мере одна группа, которая не 
является  -сверхразрешимой, но все ее под-
группы порядка 2 и 3, а также все ее цикличе-
ские подгруппы порядка 4 являются наследст-
венно G-перестановочными. Выберем среди них 
группу G, имеющую наименьший порядок. 
Пусть M – ее произвольная максимальная под-
группа. Тогда из | | | |M G  и выбора группы G 

следует, что M –  -сверхразрешимая группа. Так 
как группа G не является  -сверхразрешимой, то 
G – минимальная не F-группа, где F – формация 
всех  -сверхразрешимых групп. 

Так как группа G является разрешимой, то 
ввиду теоремы 24.2 из [16] она обладает сле-
дующими свойствами: 

1) GF  является p-группой, где {2,3};p  

2) / ( )G GF F  – нециклический главный 

фактор группы G; 
3) ( ) ( ) ( );G G G Z G   F F F  

4) если группа GF  неабелева, то ее центр, 
коммутант и подгруппа Фраттини совпадают и 
имеют экспоненту p; 

5) если группа GF  абелева, то она элемен-
тарна; 

6) если 3,p   то GF  имеет экспоненту 3; 

если 2p  , то экспонента GF  не превышает 4. 

Если 3,p   то из 6) следует, что в GF  най-

дется элемент x порядка 3, который не лежит в 
( ).G F  Тогда ввиду утверждения 2) 

( ) / ( )x G G   F F  – собственная подгруппа 

группы / ( ),G GF F  имеющая порядок 3. Пусть 

/ ( )M G F  – максимальная подгруппа группы 

/ ( ),G GF F  не содержащая / ( ).G GF F  Оче-

видно,  
| : | | / ( ) | 3 ,nG M G G  F F  

при этом ввиду утверждения 2) 1.n   По лемме 

1.1 ( ) / ( )x G G   F F  – наследственно 

/ ( )G G F -перестановочная подгруппа в 

/ ( ).G G F  Поэтому в G найдется элемент y та-

кой, что .y yx M M x      Из максимально-

сти M в G следует, что ,yx M G    а значит, 

| : | 3.G M   Противоречие.  

 Если 2,p   то из 4)–6) следует, что в GF  

найдется по крайней мере один элемент x поряд-
ка 2 или 4, который не лежит в ( ).G F  Тогда 

ввиду утверждения 2) ( ) / ( )x G G   F F  – 

собственная подгруппа группы / ( ),G GF F  

имеющая порядок 2. Рассуждая далее по анало-
гии со случаем 3,p   снова приходим к проти-

воречию, которое и завершает доказательство 
теоремы.                                                                    
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