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Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-

ляются конечными. 
Кегель в 1962 году в работе [1] предложил 

следующую концепцию p-субнормальной под-
группы: для данного простого числа p подгруппа 
H группы G называется p-субнормальной в G 
(при этом пишут ),pH G  если ( )pH P Syl H   

для любой силовской p-подгруппы P группы G. 
В этой же работе он выдвинул следующую гипо-
тезу: подгруппа H конечной группы G является 
субнормальной в G тогда и только тогда, когда 
она p-субнормальна для любого простого числа p. 

Виландт в 1980 году (см. [2]), когда класси-
фикация конечных простых групп была практи-
чески завершена, включил эту гипотезу в список 
наиболее важных проблем, требующих решения 
после завершения классификации. Поэтому с тех 
пор эту гипотезу называют проблемой Кегеля – 
Виландта. 
 Полное решение гипотезы Кегеля – Ви-
ландта, опирающееся на классификацию конеч-
ных простых групп, было получено Кляйдманом 
в 1991 году [3]. 
 Пусть { | }i i I     – некоторое разбиение 

множества   всех простых чисел, т. е. 

i I i    и i j     для всех .i j  Пусть  

G – -полная группа, т. е. G обладает по крайней 
мере одной холловой i -подгруппой для любого 

.i I  Для i I  мы пишем ,
i

H G  если H – та-

кая подгруппа группы G, что ( )
iiH S Hall H   

для любой холловой i -подгруппы iS  группы G. 

В [4] (см. вопрос 19.86) А.Н. Скиба сформу-
лировал следующий аналог гипотезы Кегеля –
Виландта для -субнормальных подгрупп.  

-Проблема Кегеля – Виландта: Верно ли, 
что подгруппа H -полной группы G является 
-субнормальной в G, если 

i
H G  для любого 

.i I  
Концепция σ-субнормальности, развиваю-

щая идею субнормальной подгруппы, предложе-
на А.Н. Скибой в [5]. Эта концепция базируется 
на следующем определении. 

Для заданного разбиения  множества всех 
простых чисел подгруппа H группы G называет-
ся -субнормальной в G, если существует цепь 
подгрупп 0 1 ... nH H H H G      такая, что 

для каждого 1, 2,...,i n  либо подгруппа 1iH   

нормальна в ,iH  либо группа 1/ ( )
ii H iH Core H   

является j -группой для некоторого .j I  
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Понятно, что подгруппа H субнормальна в 
G тогда и только тогда, когда она σ-
субнормальна в G для минимального разбиения 

{{2},{3},{5},...}.   Поэтому для минимального 

разбиения σ-проблема Кегеля – Виландта пре-
вращается в проблему Кегеля – Виландта. 

В настоящее время -проблема Кегеля –
Виландта решена для минимального разбиения 
(см. [3]), а также для произвольного бинарного 
разбиения (см. [6]; разбиение  называется би-
нарным, если { , }     для некоторого множе-

ства   простых чисел). Кроме того, из работы 
[7] следует, что -проблема Кегеля – Виландта 
имеет положительное решение для разбиения 

{{2,3},{5},{7},...}.   

В данной работе -проблема Кегеля – Ви-
ландта решается для разбиения {{2},{3},{2,3} }.   

Наша главная цель – доказательство следующей 
теоремы. 

Теорема A. Пусть {{2},{3},{2,3} }.   Под-

группа H группы {2,3}G E   является -субнор-

мальной в G тогда и только тогда, когда выпол-
няются следующие условия: (1) 2 ;H G   
(2) 3 ;H G  (3) {2,3} .H G  

Доказательство теоремы А опирается на 
следующую теорему B, имеющую самостоятель-
ное значение. 

Теорема B. Пусть G – простая неабелева 
группа и М – ее холлова подгруппа. Если 
| : | 2 3 ,G M     где 2,   1,   то имеет ме-

сто одно из следующих утверждений:  
(1) 5 2 2(4) (5),G A SL PSL    5 ;M Z  

(2) 6 2 (9),G A PSL   5 ;M Z  

(3) 2 3(7) (2),G PSL SL   7 ;M Z  

(4) 2 (8),G SL  7 ;M Z  

(5) 2 (17),G PSL  17 ;M Z  

(6) 3 (3),G SL  13;M Z  

(7) 3 (3),G SU  7 ;M Z  

(8) 4 4(2) (3),G PSU PSp   5 ;M Z  

(9) 11,G M  11 5: ;M Z Z  

(10) 12 ,G M  11 5: ;M Z Z  

(11) 2 ( ),G PSL q  ,nq p  5,p   M содер-

жится в подгруппе Бореля группы 2 ( ).PSL q  

Ключом к доказательству теоремы B явля-
ется теорема 1.1 из [8], описывающая простые 
группы, которые содержат подгруппу, индекс 
которой имеет в точности два различные про-
стые делители. 

 
1 Определения и предварительные ре-

зультаты 
В работе используются определения и обозна-

чения, принятые в [9]. Что касается терминологии 

теории -субнормальных подгрупп, то мы отсы-
лаем читателя к работе [5]. 

Будем использовать следующие обозначения: 
– если p – простое число, то pG  – силовская 

p-подгруппа группы G и ( )pSyl G  – множество 

всех силовских p-подгрупп группы G; 
– если   – некоторое множество простых 

чисел, то ( )Hall G  – множество всех холловых 

 -подгрупп группы G;  
– E  – множество всех групп, обладающих 

холловыми  -подгруппами;  
– если { | }i i I     – разбиение множества 

  всех простых чисел и n – натуральное число, 
то ( ) { ( ) | , ( ) };i in n i I n          

– ( ) (| |);G G    

– nZ  – циклическая группа порядка n; 

– если A и B – подгруппы группы G, то 
:A B  – их полупрямое произведение. 

Мы будем использовать следующий результат. 
Лемма 1.1 [10, теорема 3.1]. Пусть G – 

группа Шевалле нормального или скрученного 
типа, определенная над полем характеристики 
p. Пусть A – собственная холлова  -подгруппа 
группы G, причем   содержит p, но не содер-
жит 3. Тогда либо 2,p   либо 2  и A содер-

жится в подгруппе Бореля группы G.  
Нам понадобятся также следующие теоре-

тико-числовые результаты из [11].  
Лемма 1.2. Пусть p и q – простые числа 

такие, что 1m np q   для некоторых нату-

ральных m и n. Тогда имеет место одно из сле-
дующих утверждений: 

(1) 2,q   3,p  3n   и 2;m   

(2) 2,q   1,m   n – степень числа 2 и 

1np q   – простое число Ферма; 

(3) 2,p   1n   и 1mq p   – простое чис-

ло Мерсенна, в частности, m – простое число. 
Для натуральных чисел n и b простое число 

d, делящее 1nb  , называется примитивным про-

стым делителем числа 1nb   (или, иначе, при-
митивным по отношению к паре { , }n b ), если d 

делит 1nb  , но d не делит 1ib   для всех 1 i n  . 
Лемма 1.3. Для натуральных чисел n и b 

справедливы следующие утверждения: 
(1) Существует примитивный простой де-

литель числа 1,nb   кроме случаев ( , ) (2,6)b n   

или b – простое число Мерсенна и 2.n   
(2) Каждый примитивный простой дели-

тель p числа 1nb   не меньше 1.n   Кроме того, 

если 1,p n   то 2p  делит 1,nb   за исключе-

нием следующих случаев: 
(i) 2n   и {2 1,  3 2 1};s sb     
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(ii) 2b   и {4,6,10,12,18};n  

(iii) 3b   и {4,6};n  

(iv) 5b   и 6.n   
(3) Если для натурального числа s прими-

тивный делитель числа 1sb   делит 1,nb   то s 
делит n. 

Для классических простых групп лиева типа мы 
будем использовать далее обозначения книги [12]. 

Будем говорить, что -полная группа G яв-
ляется контрпримером к теореме A, если она 
обладает подгруппой H такой, что для некоторо-
го полного холлова множества   типа  и любо-
го элемента g G  система g  редуцируется в 

подгруппу H, но H не является -субнормальной 
в G. Если, кроме того, сумма | | | |G H  мини-

мальна, то пару ( , )G H  будем называть мини-

мальным контрпримером к теореме A.  
Для разбиения { | }i i I     система 

1 2{ , ,..., }kS S S   холловых i -подгрупп 

( 1,2,..., )i k  группы G называется полным хол-

ловым множеством типа  группы G, если вы-
полняются следующие два условия: 

1) (| |,| |) 1i jS S   для всех {1, 2,..., };i j k   

2) 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ).kG S S S       

Если 1 2{ , ,..., }kS S S   – полное холлово 

множество типа   группы G, то, очевидно, сис-

тема 1 2{ , ,..., }g g g g
kS S S   также является полным 

холловым множеством типа  группы G для лю-
бого элемента .g G  

Следующая лемма устанавливает строение 
минимального контрпримера к теореме A и сво-
дит ее доказательство к анализу строения холло-
вых подгрупп простых неабелевых групп. 

Лемма 1.4 [13, лемма 2.4]. Пусть { | }i i I    – 

разбиение множества всех простых чисел. Если 
( , )G H  – минимальный контрпример к теореме 

A, то G и H – простые неабелевы группы.  
Лемма 1.5. Пусть G – простая неабелева 

группа и H – такая ее подгруппа, что | |H  де-

лится на p и pH G  для некоторого простого 

числа 5.p   Тогда справедливо одно из следую-

щих утверждений: 
1) ;H G  

2) ,nG A  1,nH A   где an s p p    и 

1 ;s p   

3) 3 (5),G U  7H A  и 5;p   

4) G HS  – группа Хигмэна – Симса, 

22H M  и 5.p   

Доказательство леммы вытекает из теоре-
мы 1.4 работы [7]. 

Лемма 1.6. Пусть H – подгруппа группы G и 
( )S Hall G  для некоторого множества   

простых чисел. Если pS S  для некоторого 

p  и ( )gS H Hall H   для любого ,g G  

то .pH G  

Доказательство. Пусть ( ).pP Syl G  По 

теореме Силова справедливо равенство x
pP S  

для некоторого .x G  Из условия леммы следу-

ет, что xS H  – холлова  -подгруппа из H. 

Пусть 1 ( ).x
pP Syl S H   Очевидно, 1P  – силов-

ская p-подгруппа из H. Отсюда и из того, что 
x
pP S  – единственная силовская p-подгруппа в 

,xS  по теореме Силова имеем равенство 

1,P H P   т. е. P H  – силовская p-подгруппа 

в H. Таким образом, .pH G                                          

 
2 Доказательство теоремы B 
Отметим, что если | ( ) | 3,G   то в группе G лю-

бая силовская r-подгруппа M, где ( ) \{2,3},r G  

удовлетворяет условию теоремы. Список данных 
групп приведен, например, в [14, с. 20]:  

5 2 2 5

6 2 5

{ (4) (5) ( );  

(9) ( );

G A SL PSL M Z

A PSL M Z

   

 
 

2 3 7 2 7

2 17

(7) (2) ( );  (8) ( );  

(17) ( );

PSL SL M Z SL M Z

PSL M Z

  


 

3 13 3 7

4 4 5

(3) ( );  (3) ( );

(2) (3) ( )}.

SL M Z SU M Z

PSU PSp M Z

 

 
 

Поэтому далее будем считать, что | ( ) | 4G   и 

| ( ) | 2.M   

Рассмотрим возможные случаи. 
1) G – спорадическая группа. Тогда из [15, 

таблица 3] следует, что 11G M  и 11 5:M Z Z  

или 12G M  и 11 5: .M Z Z  

2) ,nG A  7.n   Тогда из [15, таблица 2] 

следует, что группа G не содержит холловых под-
групп M таких, что | : | 2 3 ,G M     где 2,  1.  

3) G – группа лиева типа над полем харак-
теристики p. Сведения о существовании холло-
вых подгрупп индекса 2 3   извлекаются, в ос-
новном, из работы [8].  

(3.1) ( )f
nG PSL p  для некоторого просто-

го числа p. 
Отметим, что подгруппа M является разре-

шимой. Поэтому из [8, таблица 4.1] следует, что 
или 3 (3),G SL  или 3 2(2) (7),G SL PSL   или 

2.n   Однако в первых двух случаях | ( ) | 3,G   

поэтому 2.n   Пусть сначала ( ).p M  Ясно, 

что 5.p   Тогда M содержится в подгруппе Бо-

реля B (см. лемму 1.1) и | : | 1.G B q   Следова-

тельно, | : |G M  делится на 1.q   Отметим, что 

список таких простых групп не пуст и M может 
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как совпадать с подгруппой Бореля, так и быть ее 
собственной подгруппой. Например, для 2(11)G PSL  

подгруппа 11 5:M Z Z  – подгруппа Бореля, а для 

2 (31)G PSL  подгруппа M изоморфна группе 

31 5: ,Z Z  в то время как 31 15: .B Z Z  

Пусть ( ).p M  В этом случае {2,3}.p  

Пусть сначала 2.p   Из [8, таблица 4.1] следует, 

что возможны следующие случаи.  
2

2 (2 ),
i

G SL
22 1
iM Z


 и 2 2| : | 2 (2 1),
i i

G M    

где 22 1
i

r   – простое число Ферма. Ясно, что 
22 1 3.

i

   Тогда 0i   и 2 (2)G SL  – разреши-

мая группа, что невозможно. 

2 (2 ),fG PSL
2 1fM Z


 и | : | 2 (2 1),f fG M    

где 2 1f r   – простое число Мерсенна. Оче-
видно, что 2 1 3f    и 2 (4).G SL  Однако 

2| ( (4)) | 3SL  . Снова пришли к противоречию. 

Рассмотрим также случай 
2 1

.fM Z


  Тогда 

| : | 2 (2 1).f fG M    Если 2 1f r   – простое 

число Ферма, то 2 1 3f    и 2 (2),G SL  что не-

возможно. Однако по лемме 1.2 также выполня-
ется равенство 22 1 3f    и 2 (8).G SL  Отсюда 

2| ( (8)) | 3,SL   что противоречит предположе-

нию | ( ) | 4.G   

Если 3,p   то 2
2 (3 ),

i

G PSL  
23 1
iM Z


  и 

2 2| : | 3 (3 1) / 2.
i i

G M    Так как | |M  – нечетное 

число, то этот случай невозможен. 
Рассмотрим также следующий случай. 

Пусть M – тор порядка 2(3 1) / 2.
i

  Тогда 
2 2| : | 3 (3 1)

i i

G M    и, очевидно, 23 1 2.
i

   В этом 

случае 2 (3)G SL  – разрешимая группа, что не-

возможно. Пусть M – тор порядка 2(3 1) / 2.
i

  

Тогда 2 2| : | 3 (3 1).
i i

G M    По лемме 1.2 имеем, 

что 1i   и 2 (9).G PSL  Однако 2| ( (9)) | 3.SL   

(3.2) 2 ( ),mG PSp q  2 4,m   ,fq p  где p – 

простое число.  
Список групп 2 ( ),mPSp q  имеющих подг-

руппу индекса 2 3   можно извлечь из [8, таб-
лица 4.2]. Случай 4 (3)G PSp  был рассмотрен. 

Разберем оставшиеся случаи. 

4 ( )G PSp q  или 2 (2 ).f
mG PSp  Из [8, таб-

лица 4.2] следует, что в обоих случаях подгруппа 
M не является холловой в G. 

4 ( ),G PSp p  1M P  – параболическая под-

группа индекса 2( 1)( 1),p p   где 2 1rp    или 
22 1.

i

p    В этом случае  

4 2 41
| | ( 1)( 1).

(2, 1)
G p p p

p
   


 

По лемме 1.3 существует простое число t, при-
митивное по отношению к паре { ,4}.p  Ясно, что 

t делит 2 1.p   По лемме 1.3 число 5.t   По-

следнее невозможно. Случай, когда  
4 21

( 1)
(2, 1)

:
p q

a p

M Z Z




  

и имеет индекс 2 2( 1) ( 1),a p p   где {1,2},a  

рассматривается точно так же, как предыдущий. 
(3.3) ( ),nG PSU q  3,n   ,fq p  где p – 

простое число. 
Список групп ( ),nPSU q  имеющих подгруп-

пу индекса 2 3   можно извлечь из [8, таблица 
4.3]. Рассмотрим все случаи. 

3 ( ).G PSU p  В этом случае | : |G M  делит-

ся на 3 1.p   Отметим, что группа 3 (2)G PSU  

является разрешимой. Поэтому 3.p   По лемме 

1.3 существует простое число r, примитивное по 
отношению к паре { ,6}.p  Имеем 

6 3 31 ( 1)( 1),p p p     

поэтому r делит 3 1.p   Из леммы 1.3 заключаем, 

что 7.r   Последнее невозможно. 

4 ( ).G PSU p  Из [8, таблица 4.3] следует, 

что | : |G M  делится на 3 1p   и данный случай 

рассматривается как предыдущий. 
( ),nG PSU q  1( ),nM SU q   

1 1
| : | ,

1

n
n q

G M q
q

 
 


 

где n – нечетное простое число. В этом случае q 
делит | |M  и | : |,G M  что невозможно. 

(3.4) 2 1( ),nG q   3,n   ,fq p  где p – 

нечетное простое число.  
Из [8, таблица 4.4] следует, что во всех слу-

чаях (| |,| : |) 1.M G M   Последнее невозможно. 

(3.5) 2 ( ),mG q   4,m   ,fq p  где p – 

простое число.  
Из [8, таблица 4.5] следует, что для групп 

10 (2),G    8 (2),G    
2(2 1)

(2),iG 


   

12
(2)iG 

   подгруппа M имеет в G нечетный 

индекс, что невозможно. В оставшихся случаях 
(| |, | : |) 1,M G M   что также невозможно. 

(3.6) G – исключительная группа лиева типа.  
Из [8, таблица 5.1] следует, что группа G не 

имеет холловых подгрупп индекса 2 3 .             
 

2 Доказательство теоремы A 
Если подгруппа H является -субнормаль-

ной в G, то ввиду [5, лемма 2.6] 2 ,H G  3 ,H G  

{2,3} .H G  
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Докажем обратное утверждение теоремы. 
Пусть ( , )G H  – минимальный контрпример к тео-

реме A. Тогда ввиду леммы 1.4 G и H – простые 
неабелевы группы. Так как группы из списка  

5 2 2 2 3{ , (7),  (8), (17), (3)}A PSL SL PSL SL  

являются минимальными неразрешимыми груп-
пами, то ввиду теоремы B  

6 3 4 11 12 2{ , (3),  (2), , , ( )}.G A SU PSU M M PSL q  

Кроме того, для группы 2 ( )PSL q  выполняются 

условия: ,nq p  5p   и M содержится в под-

группе Бореля группы 2 ( ).PSL q  

В силу [16] случай 6 11 12{ , , }G A M M  не-

возможен. 
Таким образом, 2 ( ),G PSL q  где ,nq p  

5p   и M содержится в подгруппе Бореля груп-

пы 2 ( ).PSL q  

Пусть 1 2 3( ) ,G      где 1 {2},   

2 {3},   3 {2,3} ( ).G    

Рассмотрим отдельно случаи 5p   и 7.p   

1. Пусть 5.p   В этом случае 2 (5 ),mH PSL  

где m делит n. Кроме того, 35 .  Так как хол-

лова 3 -подгруппа S группы G является 5-зам-

кнутой, то по лемме 1.6 подгруппа H 5-суб-
нормальна в G. Отсюда ввиду леммы 1.5 спра-
ведливо равенство ,H G  что невозможно. 

2. Пусть 7.p   В этом случае 2 ( ),mH PSL p  

где m делит n. Кроме того, подгруппа H может 
быть изоморфна 5.A  Если 2 ( ),mH PSL p  то, как 

и в пункте 1. 
Предположим, что 5.H A  Так как силов-

ская 3-подгруппа P группы G является цикличе-
ской, то по теореме 1 из [17] она является 
TI-подгруппой группы G. Число подгрупп, со-
пряженных с P в группе G, равно ( 1),q q   а чис-

ло силовских 3-подгрупп в 5A  равно 10. Так как 

( 1) 10,q q    то найдется силовская 3-подгруппа 

группы G, имеющая единичное пересечение с H. 
Пришли к противоречию с условием 3 .H G      
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