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Введение 
Световые пучки занимают важную часть 

общей оптики. Чаще всего обсуждаются скаляр-
ные световые пучки, например, [1]–[5]. Вектор-
ные пучки рассматриваются реже [6]–[16]. Обыч-
но рассматриваются векторные световые пучки 
однородной поляризации по сечению пучка. 
Векторные пучки с неоднородной поляризацией, 
например ТЕ или ТМ-моды рассматриваются 
значительно реже [8]–[16]. В наших работах об-
суждались циркулярные ТМ пучки Куммера [15], 
ТМ пучки Бесселя – Гаусса [15]. Все эти пучки 
характеризуются цилиндрической симметрией. 
Перейдём к обсуждению неоднородно поляризо-
ванных векторных световых пучков с декартовой 
симметрией. В [8] исследовались ТЕ и ТМ гаус-
совы моды. После астигматического гауссова 
пучка [1], [8], самым распространённым является 
пучок Эрмита – Гаусса. Как ни удивительно, в 
большинстве случаев рассматриваются только 
скалярные [1], [2], или векторные пучки Эрмита-
Гаусса с однородной поляризацией [7]. В статье 
[14] обсуждаются ТЕ- и ТМ-моды только для 
инвариантных световых полей (Бесселя, Матьё и 
Вебера). В работе [12] рассматриваются ТЕ- и 

ТМ-моды для параксиальных векторных полей. 
Однако эти поля являются следствием решений 
уравнения Гельмгольца, поэтому там нет, на-
пример, пучков Эрмита – Гаусса и Лагерра –
Гаусса. В работе Фадеевой [13] обсуждаются 
поляризационные свойства только стандартных 
ТЕ и ТМ пучков Эрмита – Гаусса при Z = 0. Од-
нако существуют [1] также ещё элегантные и 
обобщённые пучки Эрмита – Гаусса. Кроме того, 
в работе [13] не рассматривались энергетические 
характеристики таких пучков.  

В настоящей работе мы будем изучать 
обобщённые векторные пучки Эрмита – Гаусса с 
неоднородной поляризацией, их векторные по-
ляризационные и энергетические свойства. Сна-
чала в разделе 1 обсуждаются поляризационные 
и энергетические характеристики векторных 
пучков Эрмита – Гаусса с однородной поляриза-
цией. Затем, в разделе 2, обсуждаются поляриза-
ционные и энергетические характеристики век-
торных ТМ пучков Эрмита – Гаусса. Проведено 
графическое моделирование интенсивности и 
поперечных потоков энергии. Выполнен анализ 
полученных результатов, который подтвердил и 
проиллюстрировал аналитические расчеты. 

ФИЗИКА
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1 Векторные астигматические пучки Эр-
мита – Гаусса с неоднородной поляризацией 

Скалярную амплитуду обобщённых 3D ас-
тигматических эрмито-гауcсовых световых пуч-
ков можно записать в виде произведения двух 
независимых 2D пучков ,X Yf f f  где 
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образуют общий 3D гауссиан X YG G G  с про-

стым астигматизмом. Все переменные и пара-
метры здесь и далее записаны в безразмерной 
форме. mH  и nH  – полиномы Эрмита с индек-

сами m и n соответственно. Безразмерные пере-
менные 0/ ,X x x 0 0/ , / ,Y y x Z z z   где 0 0,x   

2
0 0 / 2z k x  – характерные линейные размеры 

пучка в поперечном и продольном направлениях 
соответственно. 0K kx  – безразмерное волно-

вое число, согласующие множители  
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1.i    Выше введены четыре параметра пучка 

, 0 ,0( )X Y X YQ Z Z Q   и , 0 ,0( ) ,X Y X YP Z Z P   при-

чем свободные параметры 0 ,0X YQ  и 0 ,0X YP  явля-

ются комплексными: 0 ,0 0 ,0 0 ,0 ;X Y X Y X YQ Q iQ    

0 ,0 0 ,0 0 ,0 .X Y X Y X YP P iP    Таким образом, скаляр-

ный обобщенный пучок Эрмита – Гаусса с про-
стым астигматизмом в общем случае зависит от 
безразмерных переменных X, Y, Z, от двух цело-
численных индексов m и n, волнового числа К, 
четырех комплексных свободных параметров 

0 ,XQ  0 ,XP  0 ,YQ  0 .YP  

В зависимости от соотношений между сво-
бодными параметрами 0 ,0X YQ  и 0 ,0X YP возможны 

различные типы пучков. Например, для 2D мод в 
плоскости (X, Z) в общем случае имеем обоб-
щенные (general) 2D пучки, характеризуемые 
амплитудами ,Xgf  которые при *

X XP Q  реду-

цируются к 2D стандартным (standard) пучкам 
Эрмита – Гаусса с амплитудами ,Xsf  а при 

0 XP   – сводятся к элегантным (elegant) модам 

с амплитудами .Xef  Аналогично, в плоскости  

(Y, Z) возможны обобщенные, стандартные и 
элегантные моды , ,Yg Ys Yef f f  соответственно. В 

итоге имеем 6 типов скалярных 3D пучков Эр-
мита – Гаусса:  

,gg Xg Ygf f f  ,sg Xs Ygf f f  ,eg Xe Ygf f f  

,gs Xg Ysf f f  ,ge Xg Yef f f  .ee Xe Yef f f  

Векторные пучки Эрмита – Гаусса с одно-
родной поляризацией (стандартные моды) обсу-
ждались нами в работе [7]. Поэтому перейдем 
теперь к изучению векторным ТМ-мод Эрмита –
Гаусса с простым астигматизмом. Векторы элек-
трического и магнитного полей обобщенной  
ТМ-моды параксиальной световой волны можно 
представить [8], [15], как  
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Проекция 0,ZH   поскольку мы обсуждаем 

ТМ-моды. 
Для физически реализуемых пучков конеч-

ной мощности должна выполняться квадратич-
ная интегрируемость (КИ) функции .E  Анализ 

показал, что необходимые и достаточные условия 
КИ ТМ-мод Эрмита – Гаусса – 0 0[ 0, 0],X YQ Q    

как и для скалярных пучков. При этом во всех 
случаях комплексные параметры 0 ,XP  0YP  не 

влияют на КИ. 
 

2 Поляризационные и энергетические ха-
рактеристики векторных обобщенных пара-
ксиальных ТМ-мод Эрмита – Гаусса 

Введем, следуя формализму [16], комплекс-
ный угол i       соотношением  

y x/ ( ),E E tg i        
тогда азимут эллипса поляризации световой вол-
ны равен ,  а ее эллиптичность   выражается 

как .th     Поляризация ТМ-мод Эрмита –

Гаусса в сечении пучка в общем случае эллипти-
ческая, зависит от координат X, Y и не зависит 
явно от гауссиана G. 



С.С. Гиргель 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (57), 2023 16 

Плотности энергии, продольного и попе-
речного потоков энергии электромагнитного по-
ля для параксиальных векторных пучков с неод-
нородной поляризацией (ТМ-моды) соответст-
венно равны [8]: 
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В последнем выражении целесообразно выде-
лить явно, следуя Берри и Бекшаеву [9]–[11], 
плотность орбитального oS  и спинового sS  по-

токов энергии. Получаем ,o s  S S S  где 
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Видим, что  
1

0 z/ 1,S S K    1
z/ 1,sS S K    

что естественно для параксиальных пучков. 
Нами проводилось графическое моделиро-

вание поперечных потоков энергии и интенсив-
ности ТМ мод параксиальных пучков Эрмита –
Гаусса. Некоторые результаты изображены на 
рисунках 2.1–2.6 при различных значениях 
свободных  параметров.  Выбирались параметры 

0 0,XQ   0 0,YQ   чтобы обеспечить КИ функций 

векторной амплитуды пучков Эрмита – Гаусса и, 
тем самым, переносимую конечную мощность 
через поперечное сечение пучка.  

 Поляризация ТМ мод Эрмита – Гаусса явля-
ется сильно неоднородной по поперечному сече-
нию пучка и, в общем случае, эллиптической. 
При переходах от радиального расстояния до 
R   поляризация трансформируется от ли-
нейной через круговую постепенно к линейной 
радиальной (исключая области, близкие к осям 
ОX и OY). При 0Z   поляризация всегда линей-
ная неоднородная. На рисунке 2.1 видно, что 
плоскости XZ и YZ являются плоскостями сим-
метрии. Таким образом, точечная группа сим-
метрии картин эллипсов поляризации – 2 .X Y zm m  

Вдоль осей OX и OY – строго линейная поля-
ризация. 

На рисунках 2.2–2.6 показаны некоторые 
характерные картины интенсивностей в относи-
тельных единицах и направлений поперечных 
потоков энергии S  для ТМ мод Эрмита –

Гаусса. Видно, что, как и для эллипсов поляри-
зации, точечная группа симметрии картин попе-
речных потоков энергии и интенсивностей по-
прежнему остается 2 .X Y zm m  При увеличении 

радиального расстояния R поперечные потоки 
энергии постепенно становятся радиальными. 
Хотя симметрия интенсивности поперечных по-
токов энергии и картин полной интенсивности 
пучка одинакова, качественно эти интенсивности 
различаются. Например, как ясно видно на ри-
сунках 2.2 –2.6, их максимумы различны. 

 

    
                                             а)                                                                                     б) 
 

Рисунок 2.1 – Эллипсы поляризации обобщенных и элегантных ТМ мод Эрмита-Гаусса:  
а) обобщенные ТМ-gg моды. Свободные параметры: 0 0,8;XQ   0 0,3;YQ   0 2;XP    0 2;YP   0 0,8;YQ   

б) элегантные ТМ-ee моды. Свободные параметры: 0 0,8;XQ   0 0,3;YQ   0 ;XP    0 ;YP    0 0,8YQ   

 



Поляризация и потоки энергии обобщенных астигматических ТМ мод Эрмита – Гаусса 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (57), 2023 17

На всех рисунках взяты следующие значе-
ния свободных параметров: n = 2; m = 1; 

1000;K   0 0 0 0 0.X Y X YQ Q P P        Графичес-
кое моделирование показало, что изменение от-
личных от нуля свободных параметров 0 0, ,X YQ Q   

0 ,YQ  0 XQ  сильно влияет на поляризационные и 
энергетические свойства ТМ мод Эрмита –
Гаусса. В то же время, варьирование параметров 

0 0, ,X YP P   0 ,XP  0YP  слабо воздействует на физи-
ческие свойства ТМ мод Эрмита – Гаусса.  

На рисунках 2.4 и 2.6 изображены линии 
плотностей орбитального и спинового потоков 
энергии вместе с их интенсивностями. Видно, 
что линии орбитального потока энергии ориен-
тированы, в основном, вдоль радиальных на-
правлений, а линии спинового потока энергии – 
вдоль азимутальных направлений. Максимумы 
их интенсивностей не совпадают с максимумами 
общей интенсивности пучка. 

 

      
                         а)                                                 б)                                                              в) 

Рисунок 2.2 – Поперечный поток энергии и интенсивность векторных пучков Эрмита – Гаусса 
(обобщенных ТМ-gg мод): а) линии поперечного потока в поперечном сечении XOY;  

б) линии поперечного потока вместе с его интенсивностью; в) полная интенсивность пучка в поперечном 
сечении XОY. Используемые параметры: 0 0,8;XQ   0 0,8;YQ   0 2;XP    0 2;YP   0 0,8YQ   

 
                          а)                                              б)                                                              в) 

Рисунок 2.3 – Общий поперечный поток энергии и интенсивность векторных пучков Эрмита – Гаусса 
(элегантных ТМ-ее мод): а) линии поперечного потока в поперечном сечении XOY; б) линии поперечного 

потока вместе с его интенсивностью; в) полная интенсивность пучка в поперечном сечении XОY. 
Используемые параметры: 0 0,8;XQ   0 0,3;YQ   0 ;XP    0YP    

     
                                            а)                                                                        б) 

Рисунок 2.4 – Поперечные потоки энергии вместе с их интенсивностями векторных пучков Эрмита –
Гаусса (элегантных ТМ-ее мод): а) линии плотности поперечного орбитального oS  потока в поперечном 

сечении XOY; б) линии плотности поперечного спинового sS  потока вместе с его интенсивностью.  
Используемые параметры, как на рисунке 2.3 
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                              а)                                              б)                                                         в) 

Рисунок 2.5 – Поперечный поток энергии и интенсивность векторных пучков Эрмита – Гаусса 
(стандартных ТМ-ss мод): а) линии поперечного потока в поперечном сечении XOY; 

б) линии поперечного потока вместе с его интенсивностью; в) полная интенсивность пучка в поперечном 
сечении XОY. Используемые параметры: 0 0,3;XQ   0 0,5;YQ   0 0,3;XP    0 0,5YP   

 

    ,   
                                                 а)                                                                 б) 

Рисунок 2.6 – Поперечные потоки энергии вместе с их интенсивностями векторных пучков Эрмита –
Гаусса (стандартных ТМ-ss мод): а) линии плотности поперечного орбитального oS  потока в поперечном 

сечении XOY; б) линии плотности поперечного спинового sS  потока вместе с его интенсивностью.  

Используемые параметры, как на рисунке 2.5 
 

Заключение 
В данной работе представлены новые реше-

ния векторного параболического уравнения, 
описывающие параксиальные векторные 3D све-
товые пучки Эрмита – Гаусса с неоднородной 
поляризацией (ТМ-моды). Указано, что имеются 
шесть типов таких пучков, обозначаемые индек-
сами , , , , , .gg gs ge sg se ee  Установлено, что ус-

ловия физической реализуемости ТМ-мод Эрми-
та – Гаусса всех типов одинаковы и сводятся к 
ограничениям на мнимые части параметров 0 XQ  

и 0 :YQ  0 00 0.X YQ Q    При этом веществен-

ные части свободных параметров 0 XQ  и 0YQ  не 

изменяют ограничений КИ. Представлены явные 
выражения для векторов поля для интенсивно-
сти, орбитального, спинового и общего потоков 
энергии ТМ мод различных типов. 

Проведенное графическое моделирование 
эллипсов поляризации, интенсивности и попе-
речных потоков энергии (орбитального ,oS  спи-

нового sS  и общего )o s  S S S  потоков под-

твердило и проиллюстрировало аналитические 
расчеты. 

Наличие нескольких свободных параметров 
позволяет в широких пределах изменять физиче-
ские свойства исследуемых световых пучков, это 
открывает интересные перспективы их дальней-
шего изучения и использования. 
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