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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению сте-

пеней элементов в полиадических группах спе-
циального вида, является продолжением статей 
[1], [2] и составляет с ними единое целое. В связи 
с этим нумерация разделов в настоящей статье 
продолжает нумерацию разделов в [2]. Сохраня-
ется преемственность в отношении соглашений, 
определений и обозначений из [1], [2], все они 
остаются в силе и в новой статье. 

 
5 Случай циклической подстановки 
В формулировке следующей теоремы, в от-

личие от теоремы 3.2, обратные последователь-
ности явно не присутствуют. 

Теорема 5.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – подстановка из Sk порядка d, 
l = td + 1 для некоторого натурального t, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k > 

jr = 
( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






,                    (5.1) 

j = 1, , k, r = 0 ,1, , d – 1, 

βj = j(d–1) 1 ( )d j
a 

  j1 ( ) .ja  

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1t

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )).           (5.2) 

Доказательство. По теореме 3.2, если ν ˂ 0, то 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3
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tv
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),  

, ( 1
k
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k k k k k k k k

n n

tv

a a a a a a 

 

 

    


)), (5.3) 

где последовательности 1
j
  определяются ра-

венством (3.7). Заменив в этом равенстве каждую 
последовательность 

( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






 соответствую-

щей левой частью jr равенства (5.1), видим, что 
1

j
  = j(d–1) 1 ( )d j

a 
  j1 ( ) ,ja  

то есть  
1

j
  = βj.                          (5.4) 

Если в (5.1) r = 0, то, считая подстановку 0 тож-
дественной, имеем 

j0 = 

3

j j

n

a a






, j = 1, , k.            (5.5) 

Подставляя (5.4) и (5.5) в (5.3), получим (5.2).     

Если порядок подстановки  делит n – 1, то 
теорема 5.1 позволяет сформулировать ещё одну 
теорему. 

Теорема 5.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – подстановка из Sk порядка d, 
n = pd + 1 для некоторого натурального p, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k > 
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jr = 
( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, 

j = 1, , k, r = 0 ,1, , d – 1, 

βj = j(d–1) 1 ( )d j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )). 

Ввиду равенства [-1]a  = a , из теорем 5.1 и 5.2 
при ν = – 1 вытекают соответствующие результа-
ты о косых элементах из [3, теоремы 2.1 и 2.2]. 

Так как цикл длины k из Sk имеет порядок k, 
то, полагая в теоремах 5.1 и 5.2  – цикл длины k 
из Sk, получим ещё две теоремы. 

Теорема 5.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины k из Sk, l = tk + 1 для 
некоторого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 
jr = 

( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, j = 1, , k, r = 0 ,1, , k – 1, 

βj = j(k–1) 1 ( )k j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1tv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )). 

Теорема 5.4. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины k из Sk, n = pk + 1 для 
некоторого натурального p, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 
jr = 

( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, j = 1, , k, r = 0 ,1, , k – 1, 

βj = j(k–1) 1 ( )k j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )). 

Из теорем 5.3 и 5.4 при ν = – 1 вытекают со-
ответствующие результаты о косых элементах из 
[3, теоремы 2.3 и 2.4]. 

Если в теореме 5.3 (в теореме 5.4) положить 
k = n – 1, то t = s (p = 1) и получим следующую 
теорему. 

Теорема 5.5. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины n – 1 из Sn–1, ν < 0, 
a = (a1, , an–1) – произвольный элемент l-арной 
группы < An–1, s, , n–1 >, 

jr = 
( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, 

j = 1, ,  n – 1, r = 0 ,1, , n – 2, 

βj = j(n–2) 2 ( )n j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1s

a a
 

    ),  

, (βn–1 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

n n n n n n

s

a a     

 

   


)). 

Из теоремы 5.5 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат о косых элементах из [3, следствие 2.1]. 

 Если в теореме 5.3 положить k = l – 1, то 
t = 1. Поэтому из этой теоремы вытекает 

Теорема 5.6. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3),  – цикл длины l – 1 из Sl–1, ν < 0, 
a = (a1, , al–1) – произвольный элемент l-арной 
группы < Al–1, s, , l–1 >, 

jr = 
( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, 

j = 1, , l – 1, r = 0 ,1, , l – 2, 

βj = j(l–2) 2 ( )l j
a 

  j1 ( )ja . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1

a a


    ),  

, (βl–1 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

l l l l l la a     



   


)). 

Из теоремы 5.6 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат о косых элементах из [3, следствие 2.2]. 

Если в теореме 5.1  = (i j) – транспозиция 
из Sk, то d = 2, r = 0, 1, 

βj = j1 ( )ja  = ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ia  = 

3

i i

n

a a


 ia  = i0 ia , 

βi = i1 ( )ia  = ( ) ( )

3

i i

n

a a 




 ja  = 

3

j j

n

a a




 ja  = j0 ja . 

Кроме того, так как l – 1 = s(n – 1) = 2t, то по 
предложению 3.1 для m ≠ i, m ≠ j имеем 

bm = (
( 3)( 2 1)

m m

n t

a a
   


2 1

m m

t

a a
  

 ). 

Поэтому из теоремы 5.1 вытекает 
Следствие 5.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-

па (n  3), (i j) – транспозиция из Sk, s(n – 1) = 2t 
для некоторого натурального t, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, (ij), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

bj = (i0 ia 0 0 0 0

1

j j i i j j i i

tv

a a a a

 

   


), 

bi = (j0 ja 0 0 0 0

1

i i j j i i j j

tv

a a a a

 

   


), 

bm = (
( 3)( 2 1)

m m

n t

a a
   


2 1

m m

t

a a
  

 ), m ≠ i, m ≠ j. 

 
6 Цикл (12  d) 
Конкретизируем полученные результаты 

для цикла  = (1 2  d)  Sk. 
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Теорема 6.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), d ≤ k, (1 2  d)  Sk, l = td + 1 для неко-
торого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – про-
извольный элемент l-арной группы < Ak, s, (12  d), k >, 
j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






,, j(d–j)=
3

d d

n

a a


 , 

j(d–j+1) = 1 1

3n

a a


 ,,j(d–1) = 1 1

3

j j

n

a a 






,  (6.1) 

βj = j(d–1) 1ja  j(d–j+1) 1a j(d–j) da j1 1ja  . (6.2) 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1tv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )).         (6.3) 

Доказательство. Так как порядок подста-
новки (12  d) равен d, то по теореме 5.1 спра-
ведливо равенство (6.3), где 

βj = j(d–1) 1 ( )d j
a 

  j1 ( )ja .           (6.4) 

jr= ( ) ( )

3

r rj j

n

a a
 






, j=1,,k, r = 0 ,1, , d – 1. (6.5) 

А так как  = (12  d), то 
(j) = j + 1, 

2(j) = ((j)) = (j + 1) = j + 2, 
 

d–j(j) = (d–1–j(j)) = (d – 1) = d, 
d+1–j(j) = (d–j(j)) = (d) = 1, 

 
d–1(j) = (d–2(j)) = (j – 2) = j – 1, 
d(j) = (d–1(j)) = (j – 1) = j. 

Поэтому последовательности j0, j1, , j(d–1), 
определяемые равенствами (6.5), принимают вид 
(6.1), а правая часть равенства (6.4) совпадает с 
правой частью равенства (6.2)                                

Если порядок d цикла (12  d) делит n – 1, 
то теорема 6.1 позволяет сформулировать ещё 
одну теорему. 

Теорема 6.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), d ≤ k, (12  d)  Sk, n = pd + 1 для не-
которого натурального p, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы 
< Ak, s, (12  d), k >. Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )), 

где последовательности βj и j0, j1, , j(d–1) 
определяются соответственно равенствами 
(6.1) и (6.2). 

Из теорем 6.1 и 6.2 при ν = – 1 вытекают со-
ответствующие результаты о косых элементах из 
[3, теоремы 2.5 и 2.6]. 

Следующие две теоремы получаются из 
теорем 6.1 и 6.2, если в них положить d = k. 

Теорема 6.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), l = tk + 1 для некоторого натурального 
t, ν < 0, a = (a1, , ak) – произвольный элемент 
l-арной группы < Ak, s, (12  k), k >, 
j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






,j(k–j)=
3

k k

n

a a


 , 

j(k–j+1) = 1 1

3n

a a


 ,,j(k–1) = 1 1

3

j j

n

a a 






,  (6.6) 

βj = j(k–1) 1ja  j(k–j+1) 1a j(k–j) ka j1 1ja  . (6.7) 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1tv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

tv

a a
 

    )). 

Теорема 6.4. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), n = pk + 1 для некоторого натурально-
го p, ν < 0, a = (a1, , ak) – произвольный эле-
мент l-арной группы < Ak, s, (12  k), k >. Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1spv

a a
 

    ),  

, (βk 0 0

1

k k k k k k

spv

a a
 

    )), 

где последовательности βj и j0, j1, , j(k–1) 
определяются соответственно равенствами 
(6.6) и (6.7). 

Из теорем 6.3 и 6.4 при ν = – 1 вытекают со-
ответствующие результаты о косых элементах из 
[3, теоремы 2.7 и 2.8]. 

Следующая теорема получается из теоремы 
6.3, если в ней положить k = n – 1. 

Теорема 6.5. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), ν < 0, a = (a1, , an–1) – произвольный 
элемент l-арной группы < An–1, s, (12  n–1), n–1 >, 

j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3

j j

n

a a 






, 

, j(n–1–j)= 1 1

3

n n

n

a a 



 , 

j(n–j) = 1 1

3n

a a


 ,,j(n–2) = 1 1

3

j j

n

a a 






, 

βj = j(n–2) 1ja  j(n–j) 1a j(n–1–j) 1na  j1 1ja  . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1sv

a a
 

    ),  

, (βn–1 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

n n n n n n

sv

a a     

 

   


)). 

Из теоремы 6.5 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат о косых элементах из [3, теорема 2.9]. 

Следующая теорема вытекает из теоремы 
6.3, если в ней положить k = l – 1. Она же может 
быть доказана аналогично теореме 6.1, если вос-
пользоваться теоремой 5.6. 

Теорема 6.6. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), ν < 0, a = (a1, , al–1) – произвольный 
элемент l-арной группы < Al–1, s, (12  l–1), l–1 >, 
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j0 =

3

j j

n

a a






, j1= 1 1

3
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n
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,j(l–1–j)= 1 1

3

l l

n

a a 



 , 

j(l–j) = 1 1

3n

a a


 , , j(l–2) = 1 1

3

j j

n

a a 






, 

βj =j(l–2) 1ja  j(l–j) 1a j(l–1–j) 1la  j1 1ja  . 

Тогда 

a[ν] = ((β1 1 10 1 1 10 1

1v

a a
 

    ),  

, (βk 1 ( 1)0 1 1 ( 1)0 1

1

l l l l l l

v

a a     

 

   


)). 

Из теоремы 6.6 при ν = – 1 вытекает резуль-
тат косых элементах из [3, теорема 2.10]. 

Тернарный случай. Следующее следствие 
вытекает из теоремы 5.1, если в ней положить n = 3. 

Следствие 6.1. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  – подстановка из Sk порядка d, 2s = td 
для некоторого натурального t, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = (( 1 (1)da 
  (1)a  

1 11 (1) 1 (1)(1) (1)

1

d d

t

a a a a a a   

 

  


), 

 

( 1 ( )d k
a 

  ( )ka  

1 1( ) ( )( ) ( )

1

d dk k k kk k

t

a a a a a a   

 

  


)). 

Следующее следствие вытекает из следст-
вия 6.1, если в нём положить, d = 2. 

Следствие 6.2. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  – подстановка из Sk порядка 2, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = (( (1)a 1 (1) 1 (1)

1s

a a a a 

 




),  

, ( ( )ka ( ) ( )

1

k k k k

s

a a a a 

 




)). 

Следующее следствие вытекает из следст-
вия 6.1, если в нём положить  – цикл длины k. 

Следствие 6.3. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  – цикл длины k из Sk, 2s = tk для неко-
торого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, , k >. Тогда 

a[ν] = (( 1 (1)ka 
  (1)a  

1 11 (1) 1 (1)(1) (1)

1

k k

t

a a a a a a   

 

  


), 

 

( 1 ( )k k
a 

  ( )ka  

1 1( ) ( )( ) ( )

1

k kk k k kk k

t

a a a a a a   

 

  


)). 

Следующее следствие можно извлечь из 
следствия 6.2, если в нём положить,  – транспо-
зиция из Sk. Оно же вытекает из следствия 5.1. 

Следствие 6.4. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, k ≥ 3,  = (i j) – транспозиция из Sk, ν < 0, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, (ij), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

bj = ( ia

1

j i j i

s

a a a a

 




), bi = ( ja

1

i j i j

s

a a a a

 




), 

bm = (
2 1

m m

s

a a
  

 ), m ≠ i, m ≠ j. 

Следующее следствие вытекает из теоремы 
6.1, если в ней положить n = 3. 

Следствие 6.5. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, d ≤ k, (1 2  d)  Sk, 2s = td для некото-
рого натурального t, ν < 0, a = (a1, , ak) – про-
извольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, (12  d), k >. Тогда 

a[ν] = ((β1 1 1 1 1

1tv

a a
 

  ), , (βk

1

k k k k

tv

a a
 

  )), 

где 

βj = 1ja    1a da   1ja  . 

Следующее следствие можно извлечь из 
следствия 6.5, если в нём положить,  – транспо-
зиция (1 2) из Sk. Оно же вытекает из следствия 
6.4. 

Следствие 6.6. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, (1 2)  Sk, ν < 0, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, (12), k >. Тогда a[ν] = (b1, , bk), где 

b1 = (( 2a 1 2 1 2

1vs

a a a a


 ), b2 = ( 1a 2 1 2 1

1vs

a a a a


 )), 

bm = (
2 1

m m

s

a a
  

 ), m ≠ 1, m ≠ 2. 
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