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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению сте-

пеней элементов в полиадических группах спе-
циального вида, является продолжением статьи 
[1] и составляет с ней единое целое, что отраже-
но в названиях обеих статей. В связи с этим ну-
мерация разделов в настоящей статье продолжа-
ет нумерацию разделов в [1]. Сохраняется пре-
емственность в отношении соглашений, опреде-
лений и обозначений из [1], все они остаются в 
силе и в данной статье. В ней ссылки на резуль-
таты из работы [1] даются без указания на эту 
работу. Например, ссылка на теорему 2.1 означает, 
что имеется в виду теорема 2.1 из раздела 2 в [1]. 

Всю необходимую информацию из теории 
полиадических групп можно найти в [2]–[6]. 
 

3 Главная теорема 
Вначале покажем, что, если в теореме 2.2 

подстановка  оставляет неподвижным некото-
рый символ, то компонента элемента a[ν] (ν < 0), 
индекс которой совпадает с этим символом, име-
ет вид, указанный в следующем предложении. 

Предложение 3.1. Пусть < A,  > – n-арная 
группа (n  3), подстановка  из Sk удовлетворя-
ет условию l    и оставляет неподвижным 
символ m, ν < 0, a = (a1, , ak) – произвольный эле-
мент l-арной группы < Ak, s, , k >. Тогда m-я ком-
понента bm элемента a[ν] = (b1, , bk) имеет вид 

bm = (
( 3)( ( 1) 1)

m m

n l

a a
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Доказательство. Так как подстановка  ос-
тавляет неподвижным символ m, то 
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для любого r = 0, 1, , l – 2. Далее, учитывая, 
перестановочность в n-арной группе < A,  > лю-
бого её элемента a со своим косым элементом ,a  
находим um и bm из формулировки теоремы 2.2: 
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Следствие 3.1. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, подстановка  из Sk оставляет непод-
вижным символ m, ν < 0, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент (2s + 1)-арной группы 
< Ak, s, , k >. Тогда m-я компонента bm элемента 
a[ν] = (b1, , bk) имеет вид 

bm = (
2 1

m m

vs

a a
 

 ). 
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В следующей теореме, в отличие от теоре-
мы 2.1, более детально описаны компоненты по-
лиадических степеней элементов l-арной группы 
< Ak, s, , k >. 

Теорема 3.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, порядок подстановки  из Sk делит нату-
ральное d, l = td + 1 для некоторого натурально-
го t, a = (a1, , ak) – произвольный элемент  
l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )
,d j

a 
 j = 1, , k,         (3.1) 

1
ja  и 1

j
  – любые обратные последовательно-

сти в < A,  > для элемента aj и последователь-
ности j соответственно. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
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если ν > 0; 
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если ν ˂ – 1 или ν = – 1, t ≠ 1. 
Доказательство. Так как порядок подста-

новки  делит d, то из условия l = td + 1 следует, 
что порядок подстановки  делит l – 1. Следова-
тельно, подстановка  удовлетворяет условию 
l = . Таким образом, выполнены условия тео-
ремы 1.1, согласно которой < Ak, s, , k > – l-арная 
группа. 

По условию подстановка d является тожде-
ственной и l = td + 1. Поэтому 
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или, учитывая равенство (3.1), 
a(j)  2 ( )l j
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Для ν = 0 доказывать нечего. 
Если ν > 0, то положим 

a[ν] = s, , k(
( 1) 1

a a
l  

 ) = (b1, , bk). 

Из этого равенства, принимая во внимание опре-
деление l-арной операции s, , k и тождествен-
ность подстановки l–1, получим 
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то есть 
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Из полученного равенства и равенства (3.4) вы-
текает 
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для любого j  {1, , k}. Следовательно, верно 
(3.2) 

Пусть теперь ν ˂ – 1 или ν = – 1, t ≠ 1 и по-
ложим 

bj = ( 1
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Из последнего равенства, принимая во внимание 
определение l-арной операции s, , k и тождест-
венность подстановки l–1, получим 
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Полученное равенство, учитывая равенство (3.4), 
можно переписать следующим образом 
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Подставляя в это равенство вместо bj правую 
часть из (3.5) и используя нейтральность соот-
ветствующих последовательностей, получим 
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cj=(aj
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))=aj, 

то есть cj = aj для любого j  {1, , k}, откуда и 
из (3.6) вытекает 

s, , k(
( 1)

a a
l 

 (b1, , bk)) = a. 

Следовательно, (b1, , bk) = [ ]a   и верно (3.3).    
Замечание 3.1. Если в теореме 3.1 d = l – 1, 

то t = 1 и получается теорема 2.1, являющаяся 
таким образом следствием теоремы 3.1. 

Замечание 3.2. Пустую последовательность 
можно рассматривать как нейтральную последо-
вательность. Поэтому будем считать (a) = a для 
любого элемента a n-арной группы < A,  >. 

Замечание 3.3. Так как при t = 1, ν = – 1 по-
следовательность 
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пустая, то правая часть в (3.3) не имеет смысла. 
С другой стороны, если t = 1, то d = l – 1 = s(n – 1). 
Это означает, что в качестве обратной последо-
вательности в < A,  > для последовательности j 
длины d – 1 = s(n – 1) – 1 можно использовать 
одноэлементную обратную последовательность 

1.j
  Поэтому, если в теореме 3.1 t = 1, ν = – 1, то, 

как и в теореме 2.1, 
a[–1] = ( 1

1
 , , 1

k
 ). 

Если принять во внимание замечание 3.2, то по-
следнее равенство можно считать содержащимся 
в равенстве (3.3), которое, таким образом, верно 
для ν ˂ 0. Будем иметь это в виду при формули-
ровке следствий из теоремы 3.1 и других резуль-
татов, полученных с её помощью. 

Замечание 3.4. Покажем, что число элемен-
тов под знаком n-арной операции в каждой ком-
поненте правой части (3.3) равно r(n – 1) + 1 для 
некоторого натурального r, то есть равенство 
(3.3) корректно. 

Так как 
s(n – 1) = l – 1 = td = (t – 1)d + 1+ d – 1, 

то обратный элемент 1
j
  в < A,  > для последо-

вательности j длины d – 1 эквивалентен в смыс-
ле Поста последовательности длины (t – 1)d + 1. 
Кроме того, любая обратная последовательность 

1
ja  для элемента aj эквивалентна в < A,  > по-

следовательности длины n – 2. В этом случае 
число элементов под знаком n-арной операции в 
правой части (3.3) равно 

(t – 1)d + 1 + (n – 2 + (t – 1)d + 1)( – νt – 1) = 
= td – d + 1 + (n – 2 + td – d + 1)( – νt – 1) = 
=l –1– d +1+ (n – 2 + l – 1– d + 1)( – νt –1)= 

= l – d + (n – 2 + l – d)( – νt – 1) = 
=l – d – νt(n – 2) – νtl + νtd – (n –2) – l +d = 

= – νt(n – 2) – νtl + νtd – (n – 2) = 
= (– νt(n – 2) – νtl) + ν(l – 1) – (n – 1) + 1 = 
= – νt(l + n – 2) + (νs(n – 1) – (n – 1)) + 1 = 

= – νt(s(n –1) +1+ n – 2) + (νs –1)(n –1) +1 = 
= – νt(s(n – 1)+ n – 1) + (νs – 1)(n – 1) + 1 = 

= – νt(s + 1)(n – 1) + (νs – 1)(n – 1) + 1 = 
= (– νt(s + 1) + νs – 1))(n – 1) + 1 = 

= (– ν(ts + t – s) – 1)(n – 1) + 1 = 
= r(n – 1) + 1, 

где r = – ν(ts + t – s) – 1. 
Замечание 3.5. Если в теореме 3.1 n  3, то 

в качестве обратной последовательности 1
ja  в  

n-арной группе < A,  > для её элемента aj можно 
взять последовательность 

1
ja  = 

3

.j j j

n

a a a






 

Кроме того, в силу леммы 2.1, обратная последо-
вательность 1

j
  в < A,  > для последовательно-

сти j из теоремы 3.1 имеет вид 
1

j
 = 1 1( ) ( )

3

d dj j

n

a a  






1 ( )d j
a 

 

… ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( ) .ja                     (3.7) 

Соответственно теорема 3.1 примет сле-
дующий вид. 

Теорема 3.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), порядок подстановки  из Sk делит 
натуральное d, l = td + 1 для некоторого нату-
рального t, a = (a1, , ak) – произвольный эле-
мент l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )
,d j

a 
 j = 1, , k, 

1
j
  – последовательность (3.7) или любая дру-

гая обратная последовательность в < A,  > для 
последовательности j. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

t

a a a


  ),,( k k k k k

t

a a a


  )), 

если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

tv

a a a a a a 

 

 

    


),  

, ( 1
k
 1 1

3 3

1

k k k k k k k k

n n

tv

a a a a a a 

 

 

    


)), 

если ν ˂ 0. 
Замечание 3.6. В теоремах 3.1 и 3.2 в каче-

стве подстановки  можно взять подстановку 
порядка d. Если же в качестве подстановки  в 
этих теоремах взять подстановку порядка  
d = l – 1, то t = 1 в формулах (3.2) и (3.3) из тео-
ремы 3.1 и в соответствующих формулах из тео-
ремы 3.2. 

Ввиду равенства [-1]a  = a , из теорем 3.1 и 3.2 
при ν = – 1 вытекают соответствующие результа-
ты о косых элементах из [7, теоремы 2.1 и 2.2]. 

Замечание 3.7. Если < Ak, s, , k > – l-арная 
группа,  – тождественная подстановка, 



Степени элементов в l-арных группах специального вида. II 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (56), 2023 41

a = (a1, , ak)  Ak, то согласно определению 
полиадической степени для ν > 0 имеем 

a[ν] = (
( 1) 1

a a
l  

 ) = ( 1 1

( 1) 1

( ) ( )k k

l

a a a a
  

   ) = 

= ( 1 1

( 1) 1 ( 1) 1

( ), , ( )k k

l l

a a a a
     

     ). (3.8). 

Для ν ˂ 0 имеем 
( [ ]

( 1)

a a a
l



 

 ) = a, 

то есть 
(a[ν]

1 1

( 1)

( ) ( )k k

l

a a a a
 

   ) = (a1, , ak). 

Если a[ν] = (b1, , bk), то из последнего равенства 
следует 
( 1 1 1

( 1) ( 1)

( ), , ( )k k k

l l

b a a b a a
   

     ) = (a1, , ak), 

то есть 

( 1)

( )j j j

l

b a a

 

 


 = aj, j = 1, , k,        (3.9) 

откуда 
bj = (aj

1 1

( 1)

j j

v l

a a 

 




) = ( 1 1

( 1) 1

j j

v l

a a 

  




). (3.10) 

Если теперь в теореме 3.1 d = 1, то есть  – 
тождественная подстановка, то t = l – 1, а после-
довательность (3.1) – пустая. В этом случае ра-
венства (3.2) и (3.3) принимают соответственно 
вид (3.8) и (3.10). Следовательно, случай тожде-
ственной подстановки содержится в теореме 3.1 
при d = 1. Это же верно и для теоремы 3.2. 

Для тождественной подстановки имеет ме-
сто предложение, устанавливающее связь между 
степенями элементов в l-арной группе 
< Ak, s, , k > и степенями компонент этих эле-
ментов в n-арной группе < A,  >. 

Предложение 3.2. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,  – тождественная подстановка из Sk, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >. Тогда для любого целого ν 
верно равенство a[ν] = ( [ ]

1
sva ,, [ ]sv

ka ). 

Доказательство. Ясно, что для ν = 0 равен-
ство из формулировки теоремы верно. 

Положим a[ν] = (b1, , bk). Если ν > 0, то, со-
гласно (3.8), 

bj = 

( 1) 1

( ).j j

l

a a

  

 


 

А так как l – 1 = s(n – 1), то 
bj = 

( 1) 1

( )j j

s n

a a

  

 


 = [ ] ,sv
ja  ν > 0. 

Если ν ˂ 0, то верно (3.9) и, кроме того, 

( 1)

( )j j j

l

b a a

 

 


 = 

( 1)

( ),j j j

s n

b a a

 

 


 ν ˂ 0. 

Следовательно, bj = [ ].sv
ja  Таким образом, форму-

ла из условия предложения верна для любого 
целого ν.                                                                    

Тернарный случай. Если в теореме 3.1 по-
ложить n = 3, то в качестве обратной последова-
тельности 1

ja  в тернарной группе < A,  > для её 

элемента aj можно взять его косой элемент .ja   

В результате получим следствие для ν < 0. 
Следствие 3.2. Пусть < A,  > – тернарная 

группа, порядок подстановки  из Sk делит на-
туральное d, 2s = td для некоторого натурально-
го t, a = (a1, , ak) – произвольный элемент 
(2s + 1)-арной группы < Ak, s, , k >, ν < 0, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
j
  – любая обратная последовательность в 

< A,  > для последовательности j. Тогда 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1

1tv

a a 

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1

1

k k k k

tv

a a 

 

  )). 

Замечание 3.8. Если d – чётное, то последо-
вательность j в следствии 3.2 эквивалентна в 
смысле Поста элементу (a(j)  1 ( )d j

a 
). Поэто-

му можно считать 
j = (a(j)  1 ( )d j

a 
), 

соответственно 
1

j
  = j  = 1( ) ( )

( ).dj j
a a  

   

Если d = 2, то j – элемент тернарной группы 
< A,  >, и в силу замечания 3.2, считаем 
j = (j). 

Имея в виду замечание 3.8, следствие 3.2 
можно переформулировать следующим образом. 

Следствие 3.3. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, порядок подстановки  из Sk делит чёт-
ное d, 2s = td для некоторого натурального t, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >, ν < 0, 

j = (a(j)  1 ( )d j
a 

), j = 1, , k. 

Тогда 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1

1t

a a
 

  ),  

, ( k
1

k k k k

t

a a
 

  )). 

Если в следствии 3.2 положить d = 2, то 

t = s, j = a(j), 
1

j
  = 1

( )ja
  = ( )ja , j = 1, , k и 

получим 
Следствие 3.4. Пусть < A,  > – тернарная 

группа,  – подстановка из Sk порядка 2, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент (2s + 1)-ар-
ной группы < Ak, s, , k >, ν < 0. Тогда  

a[ν] = (( (1)a 1 (1) 1 (1)

1s

a a a a 

 




), , 

 ( ( )ka ( ) ( )

1

k k k k

s

a a a a 

 




)). 
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Из следствия 3.4 при ν = – 1 вытекает ре-
зультат о косых элементах из [7, следствие 2.2]. 

Бинарный случай. Сформулируем бинарное 
(n = 2) следствие из теоремы 3.1 только для слу-
чая ν ˂ 0, так как для ν ≥ 0 степень a[ν] определя-
ется одними и теми же формулами и в теореме 
3.1 и в следствии. 

Следствие 3.5. Пусть A – группа, порядок 
подстановки  из Sk делит натуральное d, s = td 
для некоторого натурального t, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент (s + 1)-арной группы 
< Ak, [ ]s+1, , k >, ν ˂ 0, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
ja  и 1

j
  – обратные элементы в группе A для 

элементов aj и j соответственно. Тогда 
a[ν] = ( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1t

a a   

 

  ,  

, 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

t

a a   

 

  ). 

Если в следствии 3.5 положить d = 2, то по-
лучим 

Следствие 3.6. Пусть A – группа,  – под-
становка из Sk порядка 2, s = 2t для некоторого 
натурального t, a = (a1, , ak) – произвольный 
элемент (s + 1)-арной группы < Ak, [ ]s+1, , k >, 
ν ˂ 0. Тогда 

a[ν] = ( 1
(1)a


1 1 1 1

1 (1) 1 (1)

1

,

t

a a a a   
 

 




  

, 1
( )ka


1 1 1 1

( ) ( )

1

k k k k

t

a a a a   
 

 




). 

В следствиях 3.2, 3.3 и 3.5 в качестве подста-
новки  можно взять подстановку порядка n – 1. 

 
4 Порядок подстановки делит n – 1 
Если в теоремах 3.1 и 3.2 d = n – 1, то l –

 1 = t(n – 1), откуда и из l – 1 = s(n – 1) следует 
t = s. Поэтому теоремы 3.1 и 3.2 позволяют 
сформулировать следующие две теоремы. 

Теорема 4.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, порядок подстановки  из Sk делит n – 1, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >, 

βj = a(j)  2 ( )n j
a 

, j = 1, , k, 

1
ja  и 1

j
  – любые обратные последовательно-

сти в < A,  > для элемента aj и последователь-
ности βj соответственно. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

s

a a a


  ),,( k k k k k

s

a a a


  )), 

если ν > 0; 
a[ν] = (( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1s

a a   

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

s

a a   

 

  )), 

если ν ˂ 0. 

Теорема 4.2 Пусть < A,  > – n-арная группа 
(n  3), порядок подстановки  из Sk делит n – 1, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >, βj = a(j)  2 ( )n j

a 
, j = 1, , k, 

1
j
  – любая обратная последовательность в 

< A,  > для последовательности βj, в частности 
1

j
 = 2 2( ) ( )

3

n nj j

n

a a  






2 ( )n j
a 

 ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( )ja . 

Тогда:  
a[ν] = a, если ν = 0; 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1

s

a a a


  ),,( k k k k k

s

a a a


  )), 

если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

sv

a a a a a a 

 

 

    


),  

, ( 1
k
 1 1

3 3

1

k k k k k k k k

n n

sv

a a a a a a 

 

 

    


)), 

если ν ˂ 0. 
Если  как и в теоремах 4.1 и 4.2 порядок d 

подстановки  делит n – 1, то есть n = rd + 1 для 
некоторого натурального r, то d делит l – 1, так 
как из l = s(n – 1) + 1 следует l = td + 1, где t = sr. 
Поэтому, если в теоремах 3.1 и 3.2 в качестве 
подстановки  взять подстановку порядка d, то 
можно сформулировать ещё две теоремы. 

Теорема 4.3. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па,  – подстановка из Sk порядка d, n = rd + 1 
для некоторого натурального r, a = (a1, , ak) – 
произвольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
ja  и 1

j
  – любые обратные последовательно-

сти в < A,  > для элемента aj и последователь-
ности j соответственно. Тогда: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

sr

a a a


  ),,( k k k k k

sr

a a a


  )), 

если ν > 0; 
a[ν] = (( 1

1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1srv

a a   

 

  ),  

, ( 1
k
 1 1 1 1

1

k k k k

srv

a a   

 

  )), 

если ν ˂ 0. 
Теорема 4.4. Пусть < A,  > – n-арная груп-

па (n  3),  – подстановка из Sk порядка d, 
n = rd + 1 для некоторого натурального r, 
a = (a1, , ak) – произвольный элемент l-арной 
группы < Ak, s, , k >, 

j = a(j)  1 ( )d j
a 

, j = 1, , k, 

1
j
  – последовательность (3.7) или любая дру-

гая обратная последовательность в < A,  > для 
последовательности j. Тогда: 
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a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (( 1 1 1 1 1

sr

a a a


  ),,( k k k k k

sr

a a a


  )), 

если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

srv

a a a a a a 

 

 

    


),  

, ( 1
k
 1 1

3 3

1

k k k k k k k k

n n

srv

a a a a a a 

 

 

    


)), 

если ν ˂ 0. 
Из теорем 4.1 и 4.2 при ν = – 1 вытекают со-

ответствующие результаты о косых элементах из 
[7, теоремы 2.3 и 2.4]. 

Замечание 4.1. Если в теореме 4.2 положить 
r = 1, d = 2, то n = 3. В этом случае из теоремы 
4.2 при ν ˂ 0 вытекает следствие 3.4. 

Замечание 4.2. Можно показать, что теоре-
мы 4.3 и 4.4 извлекаются соответственно из тео-
рем 4.1 и 4.2 и наоборот. Так как последовательно-
сти βj и j из теорем 4.1 и 4.3 связаны равенством 

βj = 

1

j j j j

r

a a



 


j. 

то для ν > 0 имеем 
( j j j j j

s

a a a



 


)) = 

= (aj

1 1

)j j j j j j j j j j j j

r r

s

a a a a a a

 



       
 


= 

= (aj j j j j j j j j

r r

s

a a a a



     
 


) = 

 = ( j j j j j

sr

a a a



 


). 

Аналогично для ν ˂ 0 доказывается равенство 

( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j j

s

a a   

 

 


)) = 

= ( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j j

srv

a a   

 

 


)). 

Таким образом, теоремы 4.1 и 4.3 могут быть 
извлечены одна из другой. 
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