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Аннотация. Определены тригонометрические аналоги алгебраических аппроксимаций Эрмита – Паде – аппроксима-
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Введение 
В своей знаменитой работе [1], посвящен-

ной доказательству трансцендентности числа e, 
Ш. Эрмит впервые определил многочлены и ра-
циональные дроби, ассоциированные с системой 
экспонент, которые в сложившейся терминоло-
гии принято называть многочленами и аппрок-
симациями Эрмита – Паде. В дальнейшее разви-
тие эрмитовского направления в теории чисел 
существенный вклад внёс К. Малер [2]–[4]. 
Именно с появлением работ К. Малера началось 
интенсивное и систематическое изучение свойств 
многочленов и аппроксимаций Эрмита – Паде в 
связи с приложениями их в теории диофантовых  
приближений. В настоящее время теория ап-
проксимаций Эрмита – Паде превратилась в пол-
не самостоятельный раздел комплексного анали-
за, а сами аппроксимации нашли разнообразные 
применения в различных областях теоретической 

и прикладной математики, математической фи-
зики (см., например, [5]–[13]). 

Многочлены Эрмита – Паде, ассоциирован-
ные с произвольной системой функций, опреде-
ляются как решение следующей задачи [6, гл. 4; 
§ 3, задача А]. Пусть 1( ,..., )kf ff  – набор, во-

обще говоря, формальных степенных рядов 

0

( ) , 1, 2, ...,  j i
j i

i

f z f z j k




             (0.1) 

с комплексными коэффициентами. Множество 
k-мерных мультииндексов, т. е. упорядоченных k 
целых неотрицательных чисел, обозначим .k

  

Порядок мультииндекса 1( ,..., )km m m


 – это 

сумма 1 ... .km m m    Зафиксируем индекс 
1n   и  мультииндекс 1( , , ) .k

km m m   
    

Задача А. Найти тождественно не равный 
нулю многочлен ,( ) ( ; ),m n mQ z Q z f  deg mQ m  и 
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такие многочлены ,( ) ( ; ),
j

j j
n n mP z P z f  deg ,

j

j
n jP n  

,j jn n m m    чтобы для 1,...,j k  
1

, ( ) : ( )  ( ) ( ) . 
j

j j n m
n m m j n jR z Q z f z P z l z       (0.2) 

Многочлены ( ),mQ z  
1

1 ( ),..., ( ),
k

k
n nP z P z  яв-

ляющиеся решением задачи А (решение задачи 
А всегда существует), принято называть много-
членами Эрмита – Паде, а рациональные дроби 

( ) ( ) / ( ),
j

j j
n mz P z Q z   1,...,j k  – аппроксима-

циями Эрмита – Паде для набора f. 

Для системы экспонент  
1
,j

kz

j
e


 где j  – 

различные не равные нулю комплексные числа, 
явный вид решений задачи A найден Эрмитом  
[1] (см. также [6, гл. 4; § 2]). При 1k   (в этом 
случае f  состоит из одной функции 1( ) : ( ))f z f z  

решение поставленной задачи было получено 
Паде [5], который нашел явный вид многочленов 

( ),mQ z  1
,( ) : ( ; )n n mP z P z f  (их принято называть 

многочленами Паде, а дроби , ( ) ( ) / ( )n m n mz P z Q z   – 

аппроксимациями Паде для f): если 1: ,i if f  

0,1,...i  , то [5, гл. 1 , § 1.1, теорема 1.1.1] 

1 2 1

2 3 1 2

1 1
1

( ) .

1

n m n m n n

n m n m n n

m

n n n m n m
m m

f f f f

f f f f

Q z

f f f f

z z z

    

     

   





     



 (0.3) 

 В общем случае решение задачи A получено 
в работах [14], [15], где, в частности, найдены 
необходимые и достаточные условия, при кото-
рых задача A имеет единственное (с точностью 
до постоянного множителя) решение, и при вы-
полнении этих условий получены явные детер-
минантные представления многочленов, при k = 1 
совпадающие с представлениями Паде (0.3). 

В данной работе рассмотрим аналогичную 
задачу в тригонометрическом случае. Нашей 
целью является обобщение таких хорошо из-
вестных понятий, как частная сумма тригоно-
метрического ряда, многочлен Паде – Фурье и 
аппроксимация Паде – Фурье функции, пред-
ставленной тригонометрическим рядом, а также 
нахождение необходимых и достаточных усло-
вий, при которых соответствующие тригономет-
рические многочлены и аппроксимации сущест-
вуют и единственны, получение для них детер-
минантных представлений, аналогичных алгеб-
раическому случаю.  
 

1 Многочлены и аппроксимации Эрми-
та – Фурье 

Пусть 1( ,..., )t t
kf ftf  – набор, вообще гово-

ря, формальных тригонометрических рядов 
 

 0

1

( ) cos sin ,
2

j
t j j
j l l

l

a
f x a lx b lx





        (1.1) 

1, 2...,j k  

с действительными коэффициентами. Зафикси-
руем индекс 1n   и мультииндекс  

1( , , ) k
km m m   

   
и рассмотрим следующую задачу: 

Задача At. Для набора тригонометрических 
рядов (1.1) найти тождественно не равный ну-
лю тригонометрический многочлен 

,( ) ( ; ),t t
m n mQ x Q x tf  deg t

mQ m  
и такие тригонометрические многочлены 

, ,( ) ( ; ),
j

t t
j n n mP x P x tf  deg ,t

j jP n  ,j jn n m m    

чтобы для 1,...,j k  

, ,( ) ( ; ) : ( ) ( ) ( )t t t t t
j j n m m j jR x R x Q x f x P x   tf  

 
1

cos sin , 1,2...   , ,j j
l l

l n m

a lx b lx j k


  

     (1.2) 

где ,j
la  ,j

lb  как и коэффициенты тригономет-

рических многочленов ( ),t
mQ x  ( )t

jP x  являются, 

вообще говоря, комплексными числами.  
Очевидно, что многочлены ( ),t

mQ x  ( )t
jP x  

условиями (1.2) определяются не однозначно: 
если пара ( , ),t t

mQ P  где 1: ( , , ),t t t
kP P P   удовле-

творяет условиям  (1.2), то для любого отличного 
от нуля комплексного числа   новая пара 

( , ),t t
mQ P   где 1: ( , , ),t t t

kP P P      также им 

удовлетворяет. На самом деле неединственность 
может быть и более существенной. Приведем 
подтверждающий пример. 

Пример 1.1. Пусть 1, 2,  1,k n m    а 

1

  ( ) cos ,l
l

f x a lx




   

где 

2, если 1,2,3;

4, если 4;

1
, если 4.

!

l

l

a l

l
l


 


 

 


 

Тогда любое решение задачи tA  представимо в 
виде: 1 1( , ),t tQ P   ,  0,   где полиномы 

1 ( ),tQ x  1 ( )tP x  в комплексной форме записи опре-

деляются равенствами 

1  ( ) ,
2

t ix ixa b
Q x ae be 

    

2
1

3
( )

2 2
t i x ixa b b a

P x e e  
    

2

2
 

3
,

2
ix i xa b a b

a b e e
 

     

в которых a и b – произвольные  действительные 

числа не равные нулю одновременно, 1.i    



А.П. Старовойтов, Е.П. Кечко, Т.М. Оснач 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (55), 2023 70 

Определение 1.1. Будем говорить, что за-
дача tA  имеет единственное решение, если это 
решение единственно с точностью до числового 
множителя, т. е. для любых двух решений 

( , )t t
mQ P  и  ( , )t t

mQ P  задачи tA  найдется такое 

комплексное число ,  что  
 ( , ) ( , ).t t t t

m mQ P Q P    

Определение 1.2. Если пара ( , ),t t
mQ P  где 

1( , , ),t t t
kP P P   является решением задачи tA  с 

индексом 1n   и мультииндексом  

1( , , ) ,k
km m m   

   
то многочлены 1 ( ), ( ), , ( )  t t t

m kQ x P x P x  и рацио-

нальные дроби 

, ,    
( )

( ) ( ; ) , 1,2...,
( )

t
jt t

j j n m t
m

P x
x x j k

Q x
    tf  

будем называть, соответственно, многочлена-
ми Эрмита – Фурье и аппроксимациями Эрми-
та – Фурье (совместными аппроксимациями Эр-
мита – Фурье) для набора tf  формальных сте-
пенных рядов (1.1). 

Если задача tA  имеет единственное реше-
ние, то условиями (1.2) аппроксимации Эрмита –

Фурье  
1

( )
kt

j j
x


  определяются однозначно. В 

частности, при 1k   достаточное условие един-
ственности решения задачи tA  найдено в работе 
[16]: для единственности достаточно, чтобы оп-
ределитель 1( , ) 0n m   (определение 1( , )n m  

см. далее). При этом условии в [16] найдены яв-
ные детерминантные формулы для многочленов 

1 ( ), ( ),t t
mQ x P x  аналогичные формулам Паде (0.3). 

В случае 1k   определенные нами аппроксима-
ции Эрмита – Фурье называют также тригоно-
метрическими аппроксимациями Паде или ап-
проксимациями Паде – Фурье (см. [5], [16]). 

Укажем на одно важное отличие тригоно-
метрических , 1( ) : ( ) / ( )t t t

n m mx P x Q x   и алгебраи-

ческих , ( )n m z  аппроксимаций Паде. Известно 

[6, гл. 2; § 1], что для любой пары индексов 
( , ),n m  , ,n m  алгебраические аппроксимации 

Паде , ( )n m z  определяются однозначно. В три-

гонометрическом случае это не так. Такое за-
ключение можно сделать, опираясь на пример 
1.1. Обозначим через ,1

2,1( )t x  тригонометриче-

скую аппроксимацию Паде из примера 1.1, кото-
рая соответствует параметрам 1,a b   а через 

,2
2,1( )t x  – тригонометрическую аппроксимацию 

Паде, которая соответствует параметрам 2,a   

0.b   Тогда получим  

,1 ,2
2,1 2,1

2 6
2 .

2 5 2
t ti             
   

 

Нашей ближайшей целью является нахож-
дение необходимых и достаточных условий, при 
выполнении которых для набора tf  и фиксиро-
ванных индекса 1n   и мультииндекса  

1( , , ) ,k
km m m   

   
задача tA  имеет единственное решение и, сле-
довательно, аппроксимации Эрмита – Фурье оп-
ределяются однозначно. 
 

2 Критерий единственности решения 
задачи tA  

Запишем ряды (1.1) и полиномы 
( ), ( )t t

m jQ x P x  в комплексной форме 

( ) , 1,..., ;  t j ilx
j l

l

f x c e j k




              (2.1) 

( )  ,
m

t ipx
m p

p m

Q x u e


                    (2.2) 

)  ( ,
j

j

n
t j ipx
j p

p n

P x v e


   

где , ,j
p pu v   а 0

0   , , ,  
2 2

j j j
j j j jl l

l l l

a a b
c c c c


    

   1,..., ;  1, 2,....j k l   

Тогда равенства (1.2) примут вид 

 
1

( ) .t j ilx j ilx
j l l

l n m

R x c e c e





  

             (2.3) 

Введём в рассмотрение матрицы и опреде-
лители, элементами которых являются коэффи-
циенты тригонометрических рядов ( ),t

jf x  счи-

тая, без ограничения общности, что ряды (2.1) 
сходятся при любом x  и, тем самым, опре-

деляют систему 1{ ( ),..., ( )},t t
kf x f xtf  состоя-

щую из 2 -периодических функций, определен-
ных на всей действительной прямой. 

Каждому l  поставим в соответствие 
матрицы-строки 

1 1 1 1        ( ..        . ... )   ,j j j j j j j j
l l m l m l l l l m l mc c c c c c c         

1,.. ,  . ;j k  

а действительному числу x – матрицу-строку 
( 1) ( 1)                ( ) ( ... 1 ... ). t imx i m x ix ix i m x imx

mE x e e e e e e      

Для заданного {1,..., },j k  фиксированных ин-

декса 1n   и ненулевого мультииндекса  

1( , , ) k
km m m   

   
в предположении, что 0,jm   определим матри-

цы порядка (2 1)jm m   

1

1

 :

j j

j j

j

j
n m

j
n mj

j
n

F


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

 
 
 
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 
 
 
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
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      

        

    

 
 

 
  

    
  

 

1

2  :

j

j

j j

j
n

j
nj

j
n m

F

 

 


 

 
 
 

  
 
 
 








 

1 2 1

2 3 2

1

.

j j j

j j j

j j j j j j

j j j
n m n m n m

j j j
n m n m n m

j j j
n m m n m m n m m

c c c

c c c

c c c

        

        

         

 
 

 
  

    
  

 

Введём в рассмотрение определитель порядка 
2 1m   

( , ; )D n m x 


 

2 1 1 2det ( )  :
Tk t k

mF F F E x F F F            

1

1

: det .( )

k

t
m

k

F

F

E x

F

F









 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 





 

В случае, если 0,jm   считаем, что определи-

тель ( , ; )D n m x


 не содержит блок-матрицы .jF  

Обозначим через ,
t
n mH   матрицу порядка 

2 (2 1),m m   полученную из элементов определи-

теля ( , ; )D n m x


 после удаления в нём ( 1)m  -ой 

строки ( ).t
mE x  Если в определителе ( , ; )D n m x


 

строку ( )t
mE x  заменить на строку ,j

l  получим 

новый определитель ( , ).j
ld n m


 Обозначим через 

( , )k n m


 определитель порядка 2m, полученный 

в результате вычёркивания в определителе 
( , ; )D n m x


 (m + 1)-ой строки и (m + 1)-го столбца. 

Определение 2.1. Индекс 1( , ) ,kn m 


   

(0,...,0)m 


 будем называть слабо нормальным 

для системы ,tf  если ранг матрицы ,
t
n mH   мак-

симальный, т. е. равен 2m. 
Определение 2.2. Систему tf  назовём сла-

бо совершенной, если все индексы 1( , ) ,kn m 


   

(0,...,0)m 


 являются слабо нормальными для .tf  

Теорема 2.1. Для того, чтобы для мульти-
индекса 1( , ) ,kn m 


   (0,...,0)m 


 и системы tf  

задача tA  имела единственное решение, необхо-
димо и достаточно, чтобы индекс ( , )n m


 был 

слабо нормальным для ,tf  т.е.  , 2 . t
n mrank H m  

 Если  , 2 , t
n mrank H m  то при определенном 

выборе нормирующего числового множителя для 
решений задачи tA  справедливы представления: 
для 1,...,j k  

,( ) ( ; ) ( , ) , ;t t
m n mQ x Q x D n m x tf


        (2.4) 

, ,( ) ( ; ) ( , ) ,
j

j

j

n
t t j ipx
j n n m p

p n

P x P x d n m e


  tf


  (2.5) 

, ,( ) ( ; )t t
j j n mR x R x tf  

 
1

( , ) ( , ) .j ipx j ipx
p p

p n m

d n m e d n m e





  

   
   (2.6) 

Доказательство. Пусть  искомый много-
член ( )t

mQ x  имеет вид (2.2). После преобразова-

ний получаем 

( ) ( ) ,
m

t t j ilx j ilx
m j p l p l

l p m l

Q x f x u c e c e
 


  

 
  

 
     

где  

 .    ,
m

j j
l l p p

p m

c c u l


                (2.7) 

Выберем коэффициенты ,pu  , ,p m m   много-

члена ( )t
mQ x  так, чтобы 

0, ( 1),..., ( ), 1,...,       ;j
l j j jc l n n m j k        

и положим 

) . (
j

j

n
t j ipx
j p

p n

P x c e


    

Очевидно, выбранные таким образом многочле-
ны ( ),t

mQ x  ( )t
jP x  удовлетворяют условиям (1.2) 

и (2.3). Остаётся исследовать совместность сис-
темы уравнений 

0  , 
m

j
l p p

p m

c u


                      (2.8) 

( 1),..., ( ) , 1,. , .. .j j jl n n m j k       

Систему (2.8) можно записать в матричной 
форме 

, , t T T
n mH u    

где 1 0 1     ( , , , , ,  )m mu u u u u u     – матрица-

строка неизвестных коэффициентов, а   – мат-
рица-строка порядка 1 (2 1),m   все элементы 

которой нулевые. Поскольку система (2.8) явля-
ется однородной и в ней число неизвестных 
2 1m   на единицу больше числа уравнений 2m, 
то из теоремы Кронекера – Капелли следует, что 
у системы (2.8) имеется ненулевое решение. Бо-
лее того, множество всех линейно независимых 
решений системы (2.8) состоит из одного фунда-
ментального решения тогда и только тогда, когда 
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 , 2 . t
n mrank H m  В этом случае все остальные 

ненулевые решения получаются домножением 
этого фундаментального решения на число 

0.   Тем самым первая часть теоремы 2.1 до-
казана. 

Докажем теперь равенства (2.4)–(2.6). Так 
как по предположению ранг матрицы ,

t
n mH   ра-

вен 2m, то при некотором {1,..., 2 1}s m   опре-

делитель, полученный из элементов матрицы 

, 
t
n mH   в результате вычеркивания в ней s-го 

столбца, отличен от нуля. Для определенности 
предположим, что 1.s m   Тогда, зафиксиро-
вав неизвестное 0 ,u  получим квадратную неод-

нородную систему 
1

0
1

 ,
m

j j j
l p p l p p l

p m p

c u c u c u


 
 

     

( 1),..., ( ) , 1,    ..., ,j j jl n n m j k          (2.9) 

главный определитель которой ( , ) 0.k n m 


 За-

метим, что 0 0.u   В противном случае система 

(2.9), а значит и система (2.8) имела бы только 
нулевое решение. Поскольку определитель 

( , ) 0,k n m 


 то система (2.9) имеет единствен-

ное ненулевое решение, и найти его можно по 
формулам Крамера: 

( , )
, , , 0,

( , )
     

k
p

p k

n m
u p m m p

n m


   



  

где ( , )k
p n m


 – определитель, полученный из 

определителя ( , )k n m


 заменой в нём p-го 

столбца на столбец свободных членов. Если по-
ложить 0 0( , ) : ( , ),k kn m u n m  

 
 то 

( , )
( ) .

,
 

( )
 

km m
pt ipx ipx

m p k
p m p m

n m
Q x u e e

n m 


 

 

  (2.10) 

Разлагая определитель ( , ; )D n m x


 по элементам 

( 1)m  -ой строки и сравнивая с (2.10), делаем 

вывод, что 

0

( , ; )
( ) .

( , )
t
m k

D n m x
Q x u

n m





              (2.11) 

Сопоставив (2.7) и (2.10), замечаем, что для оты-
скания j

pc  следует только в (2.10) ipxe  заменить 

на .j
l pc   Учитывая введенные обозначения, полу-

чаем, что 

0

( , ; )
.

( , )

j
pj

p k

d n m x
c u

n m





   

Следовательно, полином ( )t
jP x  и остаточный 

член ( )t
jR x  можно представить в виде 

0( ) ( , ) ,
(

  
, )

j

j

n
t j ipx
j pk

p n

u
P x d n m e

n m 


  

     (2.12) 

 

0( )
( , )

t
j k

u
R x

n m
 


  

 
1

( , ) ( , ) .  j ipx j ipx
p p

p n m

d n m e d n m e





  

   
 (2.13) 

Умножая равенства (2.11)–(2.13) на нормирую-
щий множитель 0( , ) / ,k n m u


 получим (2.4)–

(2.6). В случае, если бы вычеркивая в матрице 

,
t
n mH   столбец с номером 1s m   получили оп-

ределитель отличный от нуля, то рассуждая ана-
логично, также пришли бы к представлениям 
(2.4)–(2.6). Теорема 2.1 доказана.                          
 

3 Замечания и следствия 
Из представления (2.4) для многочлена  

( )t
mQ x  следует, что компонента jm  мультиин-

декса m


 определяет число коэффициентов три-

гонометрического ряда ( ),t
jf x  которые учиты-

ваются при построении многочлена ( ).t
mQ x  В 

частности, если 0,jm   то определитель ( , ; )D n m x


 

не содержит блоки jF  и, следовательно, при 

построении многочлена ( )t
mQ x  тригонометриче-

ский ряд ( )t
jf x  не учитывается, а порядок муль-

тииндекса m


 определяется остальными ненуле-
выми компонентами. 

Например, если 1( ,0, ,0) ,km m   
   то 

1m m  и тогда, как и в случае 1,k   при нахож-

дении ( )t
mQ x  учитываются только коэффициен-

ты ряда 1 ( ).tf x  Для такого мультииндекса фор-

мула (2.4) совпадает с формулой для знаменателя 
тригонометрической аппроксимации Паде 

, ( )t
n m x  функции 1 ( ),tf x  которая доказана в [16] 

при более ограничительном условии 1( , ) 0.n m 


 

В [16] также установлено, что при 1k   и вы-

полнении условия 1( , ) 0n m 


 задача tA  имеет 

единственное решение. 
До сих пор предполагалось, что мультиин-

декс m


 является ненулевым. В случае, если 
(0, ,0)m  


 – нулевой мультииндекс, решение 

задачи tA  очевидно: с точностью до числового 
множителя ( ) 1,t

mQ x   а ( )t
jP x  – n-ая частная 

сумма тригонометрического ряда ( ).t
jf x  

При доказательстве теоремы 2.1 никак не 
учитывалось наше предположение о сходимости 
рядов (1.1). Поэтому все утверждения теоремы 
остаются в силе, если ряды (1.1) являются фор-
мальными. Отметим, что в этом случае тригоно-
метрические ряды, содержащиеся в формулиров-
ке теоремы 2.1 (см. равенства (2.6)), также явля-
ются формальными. 
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Следует также сказать, что если индекс 
( , )n m


 не является слабо нормальным для ,tf  то 

многочлены 1( ), ( ),t t
mQ x P x ..., ( ),t

kP x  определяемые 

формулами (2.4) и  (2.5), не являются решениями 
задачи .tA  В частности, в примере 1.1 индекс 
(2, 1) не является слабо нормальным, и если вы-
числять, например, многочлен 1 ( )tQ x  по форму-

ле (2.4), то получим 1 ( ) 0.tQ x   Этот пример так-

же показывает, что для мультииндекса ( , ),n m


 

который не является слабо нормальным, коэф-
фициенты многочленов ( ),t

mQ x  ( )t
jP x  могут 

быть комплексными числами. Для слабо нор-
мального мультииндекса это не так. 

Следствие 3.1. Пусть мультииндекс ( , )n m


 

является слабо нормальным для системы .tf  

Тогда многочлены ( ),t
mQ x  1 ( ),tP x ..., ( )t

kP x  явля-

ются действительными тригонометрическими 
многочленами. 

Доказательство. По предположению коэф-
фициенты тригонометрических рядов (1.1) явля-
ются действительными числами. Поэтому 

 ,j j
p pc c   1,..., ;j k  1, 2, . ...p   В этом случае 

справедливы равенства 

   ( , ; ) ( , ; ), ( , ) ( , ).j j
p pD n m x D n m x d n m d n m 

   
 

Чтобы убедится в этом достаточно поменять 
местами равноотстоящие от краев строки и 
столбцы соответствующих определителей. Из 
предыдущих равенств и формул (2.4), (2.5) сле-
дует утверждение следствия 3.1.                           

Следствие 3.2. Для того, чтобы задача tA  
имела единственное решение для любого муль-
тииндекса ( , ),n m


 необходимо и достаточно, 

чтобы система tf  была слабо совершенной. 
Доказательство. Для мультииндекса 

1( , ) ,kn m 


   (0,...,0)m 


 следствие вытекает из 

теоремы 2.1, а для  мультииндекса 1( , ) ,kn m 


   

(0,...,0)m 


 – из сделанного ранее замечания.    
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