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Аннотация. Исследуются аппроксимации сопряженной функции на отрезке [–1, 1] суммами Фейера сопряженных  
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Введение  
При решении различных задач математики 

и ее приложений возникают интегралы с ядром 
типа Коши, взятые вдоль отрезка действительной 
оси, которые при помощи различных преобразо-
ваний приводятся к виду: 
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2
1

1 ( )ˆ ( ) , [ 1,1 ],
1

x f t dt
f x x

t x t


  

  
  (0.1) 

где интеграл в правой части понимается в смыс-
ле главного значения по Коши и для его сущест-
вования достаточно потребовать, чтобы функция 

( )f t  удовлетворяла на отрезке [ 1, ] 1  условию 

Липшица любого порядка [1], [2].  

Преобразование ˆ ( )f x  можно рассматривать 

также как один из вариантов определения со-
пряжённой функции с функцией f, заданной на 

отрезке [–1, 1]. При этом суперпозиция ˆ (cos )f   

определённым образом выражается через функ-
цию, тригонометрически сопряжённую с инду-
цированной функцией (cos ),f   а именно 

2

0

1ˆ (cos ) (cos )ctg , cos .
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f f d x
   

      
   

Последнее выражение является хорошо известным 
[3], [4] представлением сопряженной функции с 
ядром Гильберта 2 -периодической функции f. 
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Задачи, связанные с изучением 2 -перио-
дических сопряженных функций, имеют богатую 
историю и затронули интересы большого числа 
выдающихся математиков, среди которых 
И.И. Привалов [5], [6], А.Н. Колмогоров [7], 
М. Рисс [8], [9]. Полиномиальные приближения 
сингулярного интеграла вида (0.1) с плотностью 

( ),f t  принадлежащей различным функциональ-

ным классам, изучались в работах В.П. Мо-
торного [10], [11]. Отметим классическую задачу 
Н.К. Бари [12] и С.Б. Стечкина [13] о взаимосвя-
зях между наилучшими приближениями функ-
ций и им сопряжённых. Математики белорус-
ской математической школы В.Р. Мисюк и 
А.А. Пекарский [14] изучили её алгебраический 
аналог на отрезке [–1, 1]. 
 Исследование рациональной аппроксима-
ции сопряжённой функции носит эпизодический 
характер. В.Н. Русак и И.В. Рыбаченко [15] на-
шли сравнительные порядковые оценки для ра-
циональных приближений взаимно сопряжённых 
в смысле Гильберта функций действительной 
переменной в пространстве непрерывных 2 -
периодических функций. А.А. Пекарским и 
Т.С. Мардвилко [16] установлены тесные взаи-
мосвязи между наилучшими равномерными ра-
циональными и кусочно-полиномиальными ап-
проксимациями функций и им сопряженных на 
отрезке. В [17] изучены рациональные аппрок-
симации на отрезке [–1, 1] сопряженной функции 
вида (0.1) частичными суммами сопряженных 
рядов Фурье по одной системе ортогональных 
рациональных функций Чебышёва – Маркова. В 
частности, найдены оценки равномерных при-
ближений, когда плотность ( )f t  имеет на отрезке 

[–1, 1] степенную особенность. Установлено, что 
в этом случае рациональные приближения имеют 
большую скорость убывания в сравнении с соот-
ветствующими полиномиальными аналогами.  

В рациональной аппроксимации нашли при-
менение операторы, являющиеся аналогами из-
вестных полиномиальных периодических опера-
торов Фурье, Фейера, Джексона, Валле Пуссена 
[18], [19]. В 1979 году Е.А. Ровба [20] ввел инте-
гральный оператор на отрезке на основании сис-
темы рациональных функций Чебышёва –Маар-
кова, который является обобщением частичных 
сумм полиномиальных рядов Фурье–Чебышёва.  

Пусть задано произвольное множество чи-

сел   1
,
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k k
a


 где ka  либо являются действитель-

ными и | | 1,ka   либо попарно комплексно-сопря-

женными. На множестве суммируемых на отрезке 
[ 1, ] 1  с весом 2 1/ 2(1 )x   функций ( )f x  рассмот-

рим рациональный интегральный оператор [20]: 
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Оператор : ( ),n ns f A   где ( )n A  – множест-

во рациональных функций вида: 
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A – множество параметров 1 2( , , , ),na a a  ( ) ,n np x   

и  (1, ) 1.ns x   Если положить 0, 1, , ,ka k n    

то ( , )ns f x  представляет собой частичную сум-

му полиномиального ряда Фурье – Чебышева. 
Вместе с интегральным представлением (0.2), в 
работе [20] получены оценки сверху приближе-
ний на отрезке оператором  ( , )ns    на ряде функ-

циональных классов. Установлено, что  оператор 
( , )ns    при специальном выборе параметров 

, 1, , ,ka k n   совпадает с частичной суммой ря-

дов Фурье функции (cos )f u  по системе рацио-

нальных функций, введенных С. Такенакой [21] 
и Ф. Мальмквистом [22]. Из результатов работы 
[23] в этом случае следуют признаки сходимости 

последовательности   0
( , ) .n n

s



   Новый метод 

рациональной аппроксимации на отрезке впо-
следствии нашел широкое применение в реше-
нии практических задач [24]–[26].  

В работе [27] построен рациональный инте-
гральный оператор Фурье – Чебышёва, сопря-
женный с (0.2), образом которого является ра-
циональная функция вида 
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и изучены его аппроксимационные свойства. В 
частности, установлено интегральное представ-
ление 

cos cos ( , )1 2ˆ ( , ) (
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cos ,x u                           (0.4) 
где ( , )n v u  определена в (0.3), и получены 

оценки рациональных приближений на отрезке 
[–1, 1] сопряженной функции с плотностью 
(1 ) , 1/ 2,x     в случае ограничений на количе-

ство геометрически различных полюсов аппрок-
симирующей функции. В том числе найдены 
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значения параметров аппроксимирующей функ-
ции, при которых  обеспечивается скорость убы-
вания равномерных рациональных приближений 
большая в сравнении с соответствующими поли-
номиальными аналогами.  

Метод приближений средними арифметиче-
скими рядов Фурье 2 -периодических функций 
уходит своими корнями в работы Л. Фейера [28], 
А. Лебега [29] и к настоящему времени доста-
точно хорошо изучен, найдя широкое примене-
ние в полиномиальной аппроксимации (см., 
напр., [30]–[33]). 

Изучению приближений сопряженных 2 -пе-
риодических функций суммами Фейера сопря-
женных тригонометрических рядов Фурье посвя-
щены работы С.М. Никольского [34], Г. Алекси-
ча [35], А.В. Ефимова [36], [37], С.Б. Стечкина [38].  

В [39] были введены суммы Фейера сопря-
женных рациональных рядов Фурье – Чебышёва 
на отрезке [–1, 1] с двумя геометрически различ-
ными полюсами и в продолжении работы [17] 
найдены оценки приближений сопряженной 
функции с плотностью, имеющей на отрезке  
[–1, 1] степенную особенность. Так же установ-
лено, что специальным выбором параметра ап-
проксимирующей функции можно добиться уве-
личения скорости рациональных приближений в 
сравнении с соответствующими полиномиаль-
ными аналогами.  

Целью настоящей работы является изучение 
аппроксимационных свойств сумм Фейера ра-
ционального интегрального оператора (0.4) в 
случае ограничений на количество геометриче-
ски различных полюсов. В работе устанавлива-
ется интегральное представление соответствую-
щих приближений, и исследуются приближения 
на отрезке [–1, 1] сопряженной функции с плот-
ностью (1 ) , (1/ 2,1 .)x     В заключительной 

части найдены оптимальные значения парамет-
ров аппроксимирующей функции, при которых 
обеспечивается наибольшая скорость убывания 
мажоранты рациональных приближений изучае-
мым аппаратом.  
 

1 Сопряженные суммы Фейера инте-
гральных операторов Фурье – Чебышёва 

Пусть q – произвольное натуральное число. 

qA  есть подмножество A параметров таких, что 

среди чисел 1 2, , , ,na a a  ровно q различных и 

кратность каждого параметра равна 
, , .m n mq n q   Таким образом, будем вести 

речь об аппроксимации рациональными функ-
циями с q геометрически различными полюсами 
в расширенной комплексной плоскости. 

Составим сумму:  

, 
0

1
ˆ ˆ( , ) ( , ),

1
  

m

n q kq
k

f x s f x
m 

 
           (1.1) 

[ 1,1], ,x m    

где )ˆ ( ,kqs f x  определена в (0.4).  

Выражение (1.1) естественно назвать сум-
мами Фейера сопряженных рациональных инте-
гральных операторов Фурье – Чебышева с q гео-
метрически различными полюсами. 

Заметим, что приближения непрерывных 
функций с характерными особенностями рацио-
нальными функциями с фиксированным числом 
геометрически различных полюсов впервые рас-
сматривались в работах К.Н. Лунгу [40], [41]. 

Введем следующие обозначения 
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Теорема 1.1. Для приближений сопряжен-
ной функции (0.1) на отрезке [–1, 1] суммами 
Фейера (1.1) имеет место интегральное пред-
ставление 
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Доказательство. Рассмотрим приближения 
на отрезке [–1, 1] сопряженной функции (0.1) 
сопряженным рациональным интегральным опе-
ратором Фурье – Чебышёва (0.4) в случае q гео-
метрически различных полюсов аппроксими-
рующей функции: 

ˆˆ ˆ( , ) ( ) ( , ), [ 1,1], 0,1, .  kq kqf x f x s f x x k        
Просуммируем правую и левую части последне-
го равенства по k от 0 до m и разделим на m + 1. 
Тогда 
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1
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m
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С другой стороны, известно [27], что в рас-
сматриваемом нами случае имеет место инте-
гральное представление 
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где 
1

( ) , e , e , cos .
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Подставим последнее соотношение в (1.4) и по-
меняем порядок суммирования и интегрирова-
ния. Тогда  
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Суммы в квадратных скобках представляют со-
бой суммы геометрических прогрессий с соот-
ветствующими знаменателями. Следовательно,  
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Умножив числитель и знаменатель подынте-

грального выражения на 2   и заметив, что 
*  ( , )( ) ( ) e , e , e ,qi v u iu iv

q q

          

где *  ( , )q v u  из (1.3), придем к (1.2).                     

В теореме 1.1 положим значения парамет-
ров 0,k   1, 2 , , .k q   Тогда величина 

(0)
,1 ˆ ˆ( , , ) ) , (n nf x O f x    – приближения сопря-

женной функции (0.1) суммами Фейера сопря-
женных полиномиальных рядов Фурье – Чебы-
шёва. Из теоремы 1.1 получаем 

Следствие 1.1. Имеет место интегральное 
представление 
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Для доказательства последнего интеграль-
ного представления достаточно в (1.2) положить 
параметры 0,k   1, 2 , , .k q   

2 Приближения сопряженной функции с 
плотностью, имеющей степенную особенность  

Изучим приближения суммами Фейера (1.1) 
сопряжённой функции с плотностью ( ) (1 ) ,f x x 

    

(1 / 2, ).1   Для простоты изложения сделаем 

следующую замену параметров 1 :{ }q
k k  

, [0,1) , 1, , .k k k k q       
Теорема 2.1. Для приближений сопряжен-

ной функции (0.1) с плотностью ( )f x  на отрез-

ке [–1, 1] суммами Фейера (1.2) имеют место:  
1) интегральное представление: 
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( ) ( ) ( ) ,

2q q qM x       

– рациональная функция Чебышёва – Маркова 
порядка q; 

2) поточечная оценка приближений  
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где ( )q u  из (0.3); 

3) равномерно относительно [ 1 1],x   не-

равенство 
2 *

 , , ˆ ˆ| ( , , ) | 1 ( , )  , , n q q n q qf x A x f A n       (2.3) 
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    (2.4) 

Доказательство. Воспользуемся соотноше-
нием (1.4). Известно [26], что 

sinˆ ( , )  ,
2kq qf x A
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e , cos , iu x u    
где ( )q   определена в формулировке настоя-

щей теоремы.  
Просуммируем правую и левую части по-

следнего равенства по k от 0 до m и разделим на 
m + 1. Тогда 

, 

sin
ˆ ( ,   , )

2 ( 1)n q qf x A
i m 

 
  

 
 

11
2

0

(1 ( ( ) ( )) )
(1 )

(1 )(1 ( ) ( ))

m
q q

q q

t
t t

t t


      

  
    





  

11 ( ( ) ( ))
,

( )(1 ( ) ( ))

m
q q

q q

t
dt

t t

    
 
     

 cos .x u  

Заметив, что выражения в квадратных скоб-
ках интеграла, стоящего справа, являются взаим-
но комплексно-сопряженными, чтобы прийти к  
(2.1) достаточно выполнить соответствующие 
преобразования.  

Докажем второе утверждение теоремы 2.1. 
Из (2.1) следует, что при [ 1 1] ,x   

, 

12 sin
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где ( , ) n t x  определена в формулировке на-

стоящей теоремы. 
Оценим величину | sin ( , ) | . n x t  Имеем 

| sin ( , ) | sin arg
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[0,1], cos , e .iut x u     

Оценим второе слагаемое.  
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2
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– рациональная синус-дробь Чебышёва – Марко-
ва порядка , 0,1, 2, , .kq k m   Известно [42, с. 50], 

что  
| ( ) | | sin | ( ), cos ,q qN x u u x u    

где ( )q u  из (0.3). Учитывая также, что 

| sin | | sin |,nt n t  находим 
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Воспользовавшись известным соотношением 
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придем к оценке 
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Из (2.5), (2.6) и последней оценки следует (2.2). 
Для доказательства третьего утверждения 

теоремы 2.1 в (2.2) воспользуемся оценкой  
21 2 cos 1 , [0,1],  t u t t t u       

а также оценкой 
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В теореме 2.2 положим значение парамет-
ров 0, 1, 2 , . ,k k q     Тогда  

(0)
, ˆ ˆ( , , ) (  ) ,n q nf x O f x     

есть приближения сопряженной функции с плот-
ностью ( )f x  на отрезке [–1, 1] суммами Фейера 

сопряженных полиномиальных рядов Фурье – 
Чебышёва. Отсюда получаем 
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Следствие 2.1. Для приближений сопря-
женной функции с плотностью ( )f x  на отрез-

ке [–1, 1] суммами Фейера сопряженных поли-
номиальных рядов Фурье – Чебышёва имеют 
место:  

1) интегральное представление: 
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(0) 2 sin
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 n f x

n
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2) равномерно по [ 1 1] ,x   оценка: 
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Утверждения последнего следствия легко 
получить, если положить в теореме 2.1 значения 
всех параметров равными нулю. 
 

3 Асимптотическое выражение мажоран-
ты приближений 

Исследуем асимптотическое поведение ве-
личины (2.4) при .m   Для решения этой за-
дачи в правой части (2.4) выполним замену пе-
ременного по формуле (1 ) / (1 ),t u u    

22 / (1 ) .dt du u    Тогда 
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Отметим, что в рассматриваемом нами слу-
чае для каждого значения n  может выби-
раться соответствующий набор параметров 

1 2( , , , ).q     То есть, вообще говоря, 

( ),k k n    1,2, , .k q   При этом будем пола-

гать, что выполнено следующее условие 
lim , 1, 2, , ,km

m k q


                 (3.2) 

и учитывать его в дальнейших рассуждениях. 
Положим, что параметры  , 1, 2, , ,k k q    упо-

рядочены следующим образом: 

1 10 1.q q        
Теорема 3.1. Имеет место асимптотиче-
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Доказательство. Задача сводится к изуче-
нию асимптотического поведения интегралов 

(1) ,nI  (2)
nI  и (3)

nI  в (3.1) при .m   Рассмотрим 

интеграл (1) .nI  Представим его в виде 
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Изучим асимптотическое поведение при 
m   каждой из трех величин по отдельности. 
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Так для (4)
nI  воспользуемся методами изучения 

асимптотического поведения интегралов, изло-
женными в [43, с. 375]. Продифференцируем 
интеграл по параметру m. Тогда 
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Теперь для исследования асимптотического по-
ведения последнего интеграла при m   вос-
пользуемся методом Лапласа [44], [45]. Функция 

( )S u  убывает на отрезке [0, ],q  следовательно 

достигает своего максимального значения при 
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Выполнив в последнем интеграле замену пере-
менного 
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Проинтегрировав правую и левую части послед-
него асимптотического равенства по параметру 
m, получим 
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Займемся изучением величины (5) .nI  Разобьем 

каждый из 1q   интегралов, входящих в ее опре-

деление на два интеграла 
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Интегралы в сумме (3.6) существуют при 
(0,1], 1,2, , ,k k q     и не зависят от m. Инте-

гралы в m  зависят от m и поскольку 
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то очевидно, что стремятся к нулю при .m   
Поэтому второе слагаемое в (3.6) имеет больший 
порядок малости при m   в сравнении с пер-
вым и справедливо асимптотическое равенство 
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Аналогичным образом устанавливается справед-
ливость асимптотического равенства 
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Подставив (3.5), (3.7) и (3.8) в (3.4), получим 
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Действуя таким же образом в отношении вели-
чин (2)

nI  и (3) ,nI  находим, что 
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Теперь из равенства (3.1) на основании асимпто-
тических соотношений (3.9) и (3.10), (3.11) полу-
чим асимптотическое равенство (3.3).                  

Положив в теореме 3.1 значения параметров  
1,k   1, 2 , , ,k q   величина 

* (
, 

0)((1 ) , ) (( 1 ) )n q nx O x       
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– есть мажоранта равномерных приближений 
сопряженной функции (0.1) суммами Фейера 
сопряженных полиномиальных рядов Фурье –
Чебышёва. В этом случае получим 

Следствие 3.1. Справедливо асимптотиче-
ское равенство 
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В теореме 3.1 положим значение 1.q   То 

есть, аппроксимирующая функция имеет один 
полюс в открытой комплексной плоскости. В 
этом случае из теоремы 3.1 получим 
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ское равенство 
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Из последнего представления следует, что в 
случае одного полюса у аппроксимирующей 
функции, правая часть асимптотического равен-
ства состоит из двух слагаемых и содержит один 
параметр .  Причем, если ( ) 0, ,n n      

то первое слагаемое будет уменьшаться, в то 
время как второе будет увеличиваться. 
 

4 Наилучшая мажоранта приближений 
суммами Фейера 

Представляет интерес минимизировать пра-
вую часть соотношения (3.3) посредством выбо-
ра оптимального для этой задачи набора 

 * * *
1 , , .q qA      Будем искать наилучшую оцен-

ку приближений сопряженной функции с плот-
ностью (1 ) ,x   (1/ 2,1)    суммами Фейера 

(1.1). Положим  
* *

, ,  
ˆ ˆ( ) inf ( ,  ),

q
n q n q qA

f f A     

где  
*

,ˆ ( ,  )n q qf A  мажоранта приближений сопря-

женной функции с плотностью (1 ) ,x   

(1/ 2,1)    суммами Фейера (1.1), определенные 

в (3.3). 
 Теорема 4.1. Справедливо асимптотиче-
ское равенство 
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Доказательство. Исследуем асимптотиче-
ское равенство (3.3). При постоянных значениях 
параметров , 1,2, , ,k k q    порядок в указан-

ном соотношении, очевидно, не отличается от 
полиномиального, найденного в следствии 3.1. 
Вместе с условием (3.2) будем полагать, что 

( ) 0k k m     и 1 ( )k ko    при .m   В 

этом случае нетрудно получить, что при m   
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При этом (3.3) примет вид  
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Ввиду очевидного асимптотического соотношения 
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,m   

при варьировании параметров , 1,2, , ,k k q    

слагаемые в ( )n qA  не влияют на асимптотиче-

ское поведение величины *
 ,ˆ ( , ). n q qf A  Следова-

тельно, нахождение наилучшего набора пара-
метров необходимо осуществлять, исследуя вы-
ражение ( ).n qA  При каждом фиксированном 
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(1/ 2,1)    оно представляет собой функцию 

переменных 1 2( , , , ),q     непрерывную в каж-

дой точке q-мерного куба [ ,1] ,q  где ( ) 0n     

– некоторая величина, зависящая от n, и при лю-
бом n ограничивающая множество параметров 

1 2( , , , )q     слева. Согласно теореме Вейершт-

расса функция ( )n qA  имеет строгий минимум 

при некотором * * * *
1 2( , , , . )q       Причем по-

скольку 1, 1, , ,k k q     соответствует полино-

миальному случаю, а при ( ) 0,k k m     

,m   достаточно большой скоростью величи-

на ( )n qA  неограниченно растет, то можно 

предположить, что *  – внутренняя точка куба 

[ ,1] .q  Для того, чтобы найти оптимальный на-

бор *  для соответствующего асимптотического 

равенства, решим экстремальную задачу 
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где для краткости положено 
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Естественно искать точку минимума этой функ-
ции там, где выполняется необходимое условие 
экстремума: ( ) / 0,n q kA    1, 2, , .k q   Не-

сложные вычисления приводят к системе урав-
нений 
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из которой последовательно находим: 
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Таким образом, с оптимальным набором па-
раметров функция ( )n qA  имеет вид  

*2 *2
* *2

2

*2 *2 *2

1 1 1

( )
1 (1 )

(1 )
.

(1 ) (1 ) (1 )

q q q q
n q q q

q q q q q q

q q q

c c
A c

c c c

 


  

  

   
     

   

      
  

     

 (4.5) 

Осталось найти параметр * .q  С этой целью пре-

образуем систему (4.4) следующим образом 
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С другой стороны, из последнего уравнения в 
(4.4) получим 
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Отсюда и из последнего уравнения системы (4.6) 
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Подставив полученное представление параметра 

q  в (4.5), выполнив необходимые алгебраиче-

ские преобразования, и учитывая, что n mq  

придем к (4.1).                                                          
Из теоремы 4.1 следует, что параметры ап-

проксимирующей рациональной функции (1.1) 
можно подобрать так, что для приближений со-
пряженной функции (0.1) с плотностью 
(1 ) , (1/ 2,1 ,)x     на отрезке [–1, 1] справедли-

ва оценка 
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где величина ( ) ,q   определена в формулиров-

ке теоремы 4.1, а величина * 0n   при n   и 

имеет заведомо больший порядок малости в 
сравнение с главным членом асимптотического 
выражения справа. 

В теореме 4.1 положим значение 1.q   То 

есть аппроксимирующая функция имеет один 
полюс в открытой комплексной плоскости. Тогда 
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Поскольку величина 2 / (1 ) 1,    то полученная 

скорость приближений является большей в срав-
нении с соответствующим полиномиальным ана-
логом (см. следствие 3.1). 

Известно [46, с. 96], что наилучшие равно-
мерные полиномиальные приближения функции 
(1 )x   обладают следующим свойством: 
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Используя аналогичные рассуждения, после не-
которых преобразований из (4.1) находим, что 
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Заключение 
В работе исследованы рациональные ап-

проксимации сопряженной функции на отрезке 
[–1, 1] суммами Фейера сопряженных рацио-
нальных интегральных операторов Фурье –
Чебышёва с ограничениями на количество гео-
метрически различных полюсов. Установлено 
интегральное представление приближений со-
пряженной функции. 

Изучены рациональные аппроксимации на 
отрезке [–1, 1] сопряженной функции с плотно-
стью (1 ) ,x   (1/ 2, ), 1   введенными суммами 

Фейера. Получены интегральное представление 
приближений, оценка поточечных приближений 
и равномерных приближений с определенной 
мажорантой. Установлено ее асимптотическое 

выражение при ,n   зависящее от параметров 
аппроксимирующей функции. В заключительной 
части найдены оптимальные значения парамет-
ров, при которых обеспечивается наибольшая 
скорость убывания мажоранты.  

Следствием полученных результатов явля-
ются оценки поточечных и равномерных при-
ближений и асимптотическое выражение мажо-
ранты равномерных приближений сопряженной 
функции на отрезке суммами Фейера сопряжен-
ных полиномиальных рядов Фурье – Чебышёва. 

Полученные результаты позволяют сделать 
вывод, что при специальном выборе параметров 
аппроксимирующей функции возможно добиться 
скорости приближений большей в сравнении с 
соответствующими полиномиальными аналога-
ми. Этот результат справедлив даже в случае 
одного полюса у аппроксимирующей функции.  
 
 Автор выражает глубокую признатель-
ность профессору Е.А. Ровбе за ряд полезных 
советов и внимание к работе.  
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