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Введение 
Полиадическим группоидом специального 

вида называют [1] универсальную алгебру 
< Ak, s, , k > с одной l-арной операцией s, , k, где 
l = s(n – 1) + 1, n  2, s  1, k  2, которая опреде-
ляется на декартовой степени Ak n-арного груп-
поида < A,  > с помощью подстановки  множе-
ства {1, , k}. 

Если < A,  > – n-арная группа, 

xi = (xi1, , xik)  Ak, i = 1, 2, , l, 

то l-арная операция s, , k может быть определена 
следующим образом: 

s, , k(x1  xl) = (y1, , yk), 

где для любого j  {1, , k} j-ая компонента yj 
находится по формуле 

yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

). 

Частными случаями (n = 2) полиадической 
операции s, , k являются l-арная операция [ ]l, , k, 
которая первоначально была определена в [2] 
для любых целых k  2, l  2 и любой подстанов-
ки   Sk на k-ой декартовой степени Ak полу-
группы A, а также две полиадические операции 
Э. Поста [3], которые являются частными слу-
чаями l-арной операции [ ]l, , k. 

В [4] было доказано, что если < A,  > –  
n-арная группа, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то l-арный группоид < Ak, s, , k > 
является l-арной группой. 

В данной статье доказываются результаты, 
позволяющие для каждого элемента a l-арной 
группы < Ak, s, , k > специального вида находить 
его степени a[ν], компоненты которых выражают-
ся через компоненты элемента a с помощью  
n-арной операции  n-арной группы, на декарто-
вой степени которой построена указанная l-арная 
группа. 
 

1 Предварительные сведения 
Информацию, приведённую в этом разделе, 

можно найти в книгах [5]–[8]. 
Согласно Э. Посту [3], последовательность 

e1 … es(n–1), где s  1, элементов n-арной группы 
< A,  > называется нейтральной, если 

(e1 … es(n–1)x) = (xe1 … es(n–1)) = x 

для любого x  А. 
Это определение обобщает на n-арный слу-

чай определение единицы группы A как элемента 
e  A такого, что 

ex = xe = x 
для любого x  А. Существуют и другие обоб-
щения единицы группы (см., например, [7]). 

МАТЕМАТИКА 
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Согласно Э. Посту [3], последовательность 
 элементов n-арной группы < A,  > называется 
обратной к последовательности  элементов 
этой же n-арной группы, если последовательно-
сти  и  являются нейтральными. 

Одноэлементную обратную последователь-
ность b  A для последовательности  естест-
венно называть обратным элементом для этой 
последовательности. 

Согласно В. Дёрнте [9], элемент b n-арной 
группы < A,  > называется косым элементом для 
элемента a  A, если для любого i = 1, 2, …, n 
верно 

(
1i

a a


 b
n i

a a


 ) = a. 

Если b косой элемент для элемента a, то 
употребляют обозначение b = .a  Таким образом, 
по определению 

(
1i

a a


 
n i

a a a


 ) = a,  i = 1, 2, …, n. 

Замечание 1.1. Можно показать (см., на-
пример, [6]), что: 

1) для того, чтобы последовательность 
e1 … es(n–1) являлась нейтральной в n-арной груп-
пе < A,  >, достаточно выполнения для некото-
рого a  А одного из следующих равенств 

(e1 … es(n–1)a) = a, (ae1 … es(n–1)) = a; 

2) для того, чтобы последовательность  
являлась обратной к последовательности  в  
n-арной группе < A,  >, достаточно нейтраль-
ности одной из последовательностей , ; 

3) для того, чтобы элемент b n-арной груп-
пы < A,  > являлся косым для a  A, достаточно 
выполнения равенства из определения косого 
элемента только для некоторого i = 1, 2, …, n. 

4) для любого элемента a n-арной группы 
< A,  > его косой элемент a  является обрат-
ным для последовательности 

2

,
n

a a


  а последо-

вательности a
2n

a a


  и 
2n

a a


 a  являются ней-

тральными. 
5) если n  3, то для любого элемента a n-

арной группы < A,  > и любого i = 0, 1, …, n – 3 
последовательность 


i

a a a
3n i

a a
 

  

является обратной для a. В частности, обрат-
ными для a являются последовательности 
a

3n

a a


  и 
3n

a a


 a . 

6) любой элемент a n-арной группы < A,  > 
перестановочен со своим косым элементом .a  

Лемма 1.1. [6, предложение 1.2.20]. Пусть 
1, , r – последовательности, составленные 
из элементов n-арной группы < A,  >, и пусть 
1, , r – последовательности, обратные 

соответственно данным. Тогда r  1 – об-
ратная последовательность для последователь-
ности 1  r. 

Согласно Э. Посту [3], ν-ой n-адической 
степенью элемента a n-арной группы < A,  > 
называется элемент этой же n-арной группы, 
обозначаемый символом a[ν] и определяемый 
следующим образом: 

a[ν] = a, если ν = 0; 
a[ν] = (

( 1) 1n

a a
  

 ), если ν > 0; 

a[ν] – решение уравнения (
( 1)n

x a a
 

 ) = a, если ν < 0. 

Таким образом, если ν < 0, то 
( [ ]

( 1)n

a a a

 

 ) = a. 

Используя нейтральность последовательно-
сти [ ]

( 1) 1n

a a a

  

  и сформулированное выше ут-

верждение 2), можно убедиться в том, что в слу-
чае ν < 0 верно не только предыдущее равенство, 
но и равенство 

(
1i

a a


 [ ]a 

( 1) 1n i

a a
   

 ) = a 

для любого i = 1, 2, …,– ν(n – 1) + 1. Отсюда в 
силу однозначной разрешимости в n-арной груп-
пе < A,  > уравнения 

(
1i

a a


 x
( 1) 1n i

a a
   

 ) = a, 

следует, что если ν < 0, то n-адическую степень 
a[ν] элемента a n-арной группы < A,  > можно 
определить как решение последнего уравнения. 
В частности, как решение уравнения 

(
( 1)n

a a x
 

 ) = a. 

Ясно, что [-1]a  = .a  
В статье существенно используется сле-

дующая теорема. 
Теорема 1.1 [4]. Если < A,  > – n-арная 

группа, подстановка  удовлетворяет условию 
l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

 
2 Основной результат 
Согласно теореме 1.1, если < A,  > –  

n-арная группа, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то < Ak, s, , k > l-арная группа. 
Укажем для каждого элемента этой l-арной 
группы его ν-ую l-адическую степень, предвари-
тельно сделав 

Замечание 2.1. Так как для l-арной группы 
< Ak, s, , k > верно равенство 

l – 2 = s(n – 1) – 1, 
то всякая обратная последовательность в n-арной 
группе < A,  > для последовательности j длины 
l – 2 эквивалентна в смысле Поста одному и тому 
же элементу 1

j
  этой же n-арной группы, 



Степени элементов в l-арных группах специального вида. I 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (55), 2023 49 

который естественно называть обратным эле-
ментом для последовательности j. Ясно также, 
что любая обратная последовательность 1

ja  в  

n-арной группе < A,  > для элемента aj эквива-
лентна в смысле Поста некоторой последова-
тельности длины n – 2. 

Теорема 2.1. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , a = (a1, , ak) – произвольный элемент  
l-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = 2( ) ( )lj j
a a  

 ,  j = 1, , k,         (2.1) 

1
ja  и 1

j
  – любая обратная последователь-

ность и обратный элемент в < A,  > для эле-
мента aj и последовательности j соответст-
венно. Тогда ν-ая l-адическая степень a[ν] эле-
мента a имеет вид (b1, , bk), где 

bj = aj, если ν = 0; 
bj = ( j j j j ja a a



 


), если ν > 0;    (2.2) 

bj = ( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j ja a   



 


), если ν < – 1, (2.3) 

bj = 1
j
 , если ν = – 1,                (2.4) 

то есть 
a[ν] = a, если ν = 0; 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1a a a


  ),  

, ( k k k k ka a a


  )), если ν > 0; 

a[ν] = (( 1
1
 1 1 1 1

1 1 1 1

1

a a   



  ),  

, ( 1
k
 1 1 1 1

1

k k k ka a   



  )). если ν < – 1. 

a[ν] = ( 1
1
 , , 1

k
 ). если ν = – 1. 

Доказательство. Для ν = 0 доказывать нечего. 
Если ν > 0, то положим 

a[ν] = s, , k(
( 1) 1

a a
l  

 ) = (b1, , bk). 

Из этого равенства, принимая во внимание опре-
деление l-арной операции s, , k, тождественность 
подстановки l–1 и равенство (2.1), получим 

bj = ( 2 1( ) ( ) ( )l lj j j j
a a a a   

  

2 1 2 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

)l l l lj jj j j j
a a a a a a       



  


 = 

= ( 2( ) ( )lj j j
a a a  

  

2 2( ) ( )( ) ( )

1

)l lj j j j jj j
a a a a a a a   



  


 = 

= ( 2 2( ) ( )( ) ( )
)l lj j j j jj j

a a a a a a a   



  


 = 

= ( j j j j ja a a



 


), 

то есть верно (2.2) для любого j  {1, , k}. 
Пусть теперь ν < – 1 и положим 

s, , k(
( 1)

a a
l 

 (b1, , bk)) = (c1, , ck). 

Из этого равенства, принимая во внимание опре-
деление l-арной операции s, , k, тождествен-
ность подстановки l–1, равенства (2.1) и (2.3) и 
нейтральность последовательностей 1

j ja a  и 1,j j
   

получим 
cj = ( 2 1 2 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

l l l lj j jj j j j
a a a a a a a       



  


 

2 1( ) ( ) ( )
)l lj j j

a a b   
  = 

= ( 2 2( ) ( )( ) ( )

1

l lj j j j jj j
a a a a a a a   



  


 

2( ) ( )
)lj jj

a a b 
  = 

= (

1

j j j j j ja a a



  


( 1
j
 1 1 1 1

1

j j j ja a   



 


)) = 

= (

1

j j j j j ja a a



  


1 1 1 1 1

1

j j j j ja a    



  


) = 

= (

1

j j j j ja a a



 


1 1 1 1

1

j j j ja a   



 


) =  

 = ( 1 1
j j ja    ) = aj, 

то есть cj = aj для любого j  {1, , k}. Следова-
тельно, 

s, , k(
( 1)

a a
l 

 (b1, , bk)) = a, 

то есть (b1, , bk) = [ ]a  . 
Случай ν = – 1 доказывается также как и слу-

чай ν < – 1, при этом вместо (2.3) применяется 
(2.4) и учитывается пустота последовательностей 

1

j j j ja a



 


 и 1 1 1 1

1

.j j j ja a   



 


               

Замечание 2.2. Понятно, что равенства (2.2) 
и  (2.3) могут быть переписаны следующим об-
разом 

bj = ( j j j j ja a a



 


), если ν > 0, 

bj = ( 1 1 1 1 1

1

j j j j ja a    



  


), если ν < 0. 

Замечание 2.3. Так как 

( 1 1 1 1 1

1

j j j j ja a    



  


) ~ 1 1 1 1 1

1

j j j j ja a    



  


 ~ 

~ 1

1

( )j j j j ja a 



  


, 

где символом ~ обозначено отношение эквива-
лентности Поста, то элемент bj в (2.3) является 
обратным в n-арной группе < A,  > для последо-
вательности 

1

j j j j ja a



  


. 

Так как [-1]a  = a , то из теоремы 2.1 при 
ν = – 1 вытекает следующий результат из [10] о 
косых элементах. 
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Следствие 2.1 [10]. Пусть < A,  > – n-ар-
ная группа, подстановка   Sk удовлетворяет 
условию l = . Тогда для любого элемента 
a = (a1, , ak) l-арной группы < Ak, s, , k > эле-
мент (b1, , bk), где bj – обратный элемент в 
< A,  > для последовательности 

a(j)  2 ( )l j
a 

, j = 1, , k, 

является косым для a, то есть a  = (b1, , bk). 
Если в теореме 2.1 n  3, то в качестве об-

ратной последовательности 1
ja  в n-арной группе 

< A,  > для её элемента aj можно взять последо-
вательность 

1
ja  = ja

3

j j

n

a a






. 

Кроме того, в силу леммы 2.1, обратный элемент 
в < A,  > для последовательности j имеет вид 

1
j
  = ( 2 2( ) ( )

3

l lj j

n

a a  






2 ( )l j
a 

  

 ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( )ja ). 

В этом случае формулировка теоремы 2.1 для 
ν < – 1 принимает следующий вид. 

Теорема 2.2. Пусть < A,  > – n-арная груп-
па (n  3), подстановка   Sk удовлетворяет 
условию l = , ν < – 1, a = (a1, , ak) – произ-
вольный элемент l-арной группы < Ak, s, , k >, 

uj = ( 2 2( ) ( )

3

l lj j

n

a a  






2 ( )l j
a 

  

 ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( )ja ),  j = 1, , k. 

Тогда элемент (b1, , bk), где 

bj = (uj

3 3

1

j j j j j j j j

n n

a a a u a a a u

 



  
 



), 

является ν-ой l-адической степенью элемента a, 
то есть 

a[ν] = ((u1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1

n n

a a a u a a a u
 



   


), 

, 

(uk

3 3

1

k k k k k k k k

n n

a a a u a a a u
 



   


)). 

Если в теореме 2.1 n  3, ν = – 1, то элемент 
bj в (2.4) совпадает с элементом uj из теоремы 
2.2. Поэтому ввиду равенства [-1]a  = a , из теоре-
мы 2.1 вытекает следующий результат из [10] о 
косых элементах. 

Следствие 2.2 [10]. Пусть < A,  > – n-арная 
группа (n  3), подстановка   Sk удовлетворя-
ет условию l = . Тогда для любого элемента 
a = (a1, , ak) l-арной группы < Ak, s, , k > эле-
мент (b1, , bk), где 

bj = ( 2 2( ) ( )

3

l lj j

n

a a  






2 ( )l j
a 

  

 ( ) ( )

3

j j

n

a a 




 ( )ja ), j = 1, , k, 

является косым для a, то есть 

a  = (( 2 2(1) (1)

3

l l

n

a a  






2 (1)la 
  (1) (1)

3n

a a 




 (1)a ), 

, 

( 2 2( ) ( )

3

l lk k

n

a a  






2 ( )l k
a 

  ( ) ( )

3

k k

n

a a 




 ( )ka )). 

Замечание 2.4. В [10] отмечено, что форму-
лы в следствии 2.2 корректны, так как 

(l – 2)(n – 2) = (s(n – 2) – 1)(n – 1) + 1. 
Замечание 2.5. В теоремах 2.1 и 2.2 и в 

следствиях 2.1 и 2.2 в качестве подстановки  
можно взять подстановку порядка l – 1. 

Тернарный случай. Если в теореме 2.1 по-
ложить n = 3, то в качестве обратной последова-
тельности 1

ja  в тернарной группе < A,  > для её 

элемента aj можно взять его косой элемент ja . В 

результате получим следствие для ν < 0, которое 
вытекает также и из теоремы 2.2. 

Следствие 2.3. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , ν < – 1, a = (a1, , ak) – произволь-
ный элемент (2s + 1)-арной группы < Ak, s, , k >, 

j = 2 1( ) ( )sj j
a a  

 ,  j = 1, , k, 

1
j
  – обратный элемент в < A,  > для последо-

вательности j. Тогда элемент (b1, , bk), где 

bj = ( 1
j
 1 1

1

j j j ja a 



 


), 

является ν-ой (2s + 1)-адической степенью эле-
мента a, то есть 

a[ν] = (( 1
1
 1 1

1 1 1 1

1

a a 



  ),  

, ( 1
k
 1 1

1

k k k ka a 



  )). 

Замечание 2.6. Если s  2, то в тернарной 
группе < A,  > последовательность j в следст-
вии 2.3 эквивалентна в смысле Поста элементу 
( 2 1( ) ( )sj j

a a  
 ). Поэтому можно считать 

j = ( 2 1( ) ( )sj j
a a  

 ), 

соответственно 
1

j
  = j  = 2 1( ) ( )

( )sj j
a a  

  . 

Поэтому следствие 2.3 можно переформулиро-
вать следующим образом, включив в неё случаи 
ν ≥ 0 и ν = – 1. 

Следствие 2.4. Пусть < A,  > – тернарная 
группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , s  2, a = (a1, , ak) – произвольный 
элемент (2s + 1)-арной группы < Ak, s, , k >, 
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j = ( 2 1( ) ( )sj j
a a  

 ), j = 1, , k. 

Тогда ν-ая (2s + 1)-адическая степень a[ν] эле-
мента a имеет вид (b1, , bk), где 

bj = aj, если ν = 0; 
bj = ( j j j j ja a a



 


), если ν > 0; 

bj = ( j
1

j j j ja a



 


), если ν < – 1; 

bj = j , если ν = – 1, 

то есть 
a[ν] = a, если ν = 0; 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1a a a


  ),  

, ( k k k k ka a a


  )), если ν > 0; 

a[ν] = (( 1 1 1 1 1

1

a a


  ),  

, ( k
1

k k k ka a


  )). если ν < – 1; 

a[ν] = ( 1 , , k ). если ν = – 1. 
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