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Аннотация. Пусть { : }i i I     – некоторое разбиение множества всех простых чисел ,� т. е. i I i    и 

i j    для всех .i j  Конечная группа G называется -разрешимой, если каждый главный фактор H / K группы 

G является i -группой для некоторого .i   Класс Фиттинга ( )
i ii

ih   
  H E E  называется -классом Хартли.  

В работе доказаны существование и сопряженность H -инъекторов в G и описана их характеризация в терминах  

радикалов. 
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Введение 
Все рассматриваемые в работе группы 

предполагаются конечными, если не оговорено 
противное. В терминологии и обозначениях мы 
следуем [1]. Классом групп называют всякую со-
вокупность групп, содержащую вместе с каждой 
своей группой G и все группы, изоморфные G. 

Для многих исследований в теории групп и 
их классов основополагающими являются тео-
ремы Силова [2] и Холла [3]. Изящное обобще-
ние этих теорем в терминах классов Фиттинга 
было получено в работе Гащюца, Фишера и 
Хартли [4], где доказано, что для любого класса 
Фиттинга разрешимых групп F  в каждой раз-
решимой группе G существуют F -инъекторы и 
любые два из них сопряжены. Напомним, что 
класс групп F  называется классом Фиттинга, 
если F  замкнут относительно взятия нормаль-
ных подгрупп и произведений нормальных 
F -подгрупп. При этом подгруппу V группы G 
называют F -инъектором, если V N  является 

максимальной из подгрупп G, принадлежащих 
,F  для любой субнормальной подгруппы N 

группы G. В последующем развитие методов 
локализации в теории групп привело к серии 
результатов [5]–[13], посвященных как обобще-
нию теоремы Гащюца – Фишера – Хартли, так и 
нахождению характеризаций инъекторов в тер-
минах радикалов и холловых подгрупп. 

В работах А.Н. Скибы [14]–[16] был пред-
ложен оригинальный метод исследования групп 
при помощи наличия у них -свойств, который 
состоит в следующем. 

Пусть   – множество всех простых чисел, 
    и .  �  Символом ( )n  обозначим 

множество всех простых делителей числа n, 
( ) (| |)G G    – множество всех простых дели-

телей группы G. Пусть   – некоторое разбиение 
,  т. е. { : },i i I     i I i    и i j     

для всех ;i j  ( ) { : ( ) }i in n        и 

( ) (| |).G G    Группа G называется -примарной, 
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если G является i -группой для некоторого 

;i   -нильпотентной, если 1 2 ... nG G G G    

для некоторых -примарных групп 1 2, ,..., ;nG G G  

-разрешимой, если каждый главный фактор G 
-примарен. 

В настоящей работе мы применяем указан-
ный метод Скибы для доказательства существо-
вания и сопряженности H -инъекторов и их ха-

рактеризации в любой -разрешимой группе для 
случая, когда H  – -класс Хартли. При этом, 
следуя [6], класс Фиттинга H  вида  

( )
i ii

ih   
  E E  

будем называть -классом Хартли. Следствиями 
полученных результатов (теорема 4.3) являются, 
в частности, характеризации инъекторов разре-
шимых групп, полученные Фишером [5], Хартли 
[6], Го Вэньбинем и Н.Т. Воробьевым [12], Наи-
нгом, Го Вэньбинем и Н.Т. Воробьевым [13]. 
 

1 Предварительные сведения 
Напомним, если F  – непустой класс Фит-

тинга, то в любой группе G существует наи-
большая нормальная F -подгруппа, которую на-

зывают F -радикалом G и обозначают .GF  

Произведением FH  классов групп F  и H  

называют класс групп ( : ,G N G   N F  и 

/ );G N H  произведением F H  классов Фит-

тинга F  и H  называют класс групп 

( : / ).G G G F H  Хорошо известно, что если H  

замкнут относительно взятия гомоморфных об-
разов, то  FH F H  [1, с. 566]. Более того, про-
изведение двух любых классов Фиттинга являет-
ся классом Фиттинга и операция умножения 
классов Фиттинга ассоциативна [1, теорема 
IX.1.12(a), (c)]. 

Лемма 1.1 [1, замечание IX.1.11]. Пусть F  и 
H  – непустые классы Фиттинга. Тогда . F F H  

Класс групп F  называется гомоморфом, ес-

ли из GF  всегда следует /G N F  для любой 
нормальной подгруппы N группы G. Если класс 
групп F  является одновременно гомоморфом и 
классом Фиттинга, то его называют радикальным 
гомоморфом. 

Лемма 1.2 [17, лемма 4]. Пусть F  и H  – 
непустые классы Фиттинга и M  – радикаль-
ный гомоморф. Если ,F H  то .FM HM   

Класс групп называется формацией, если он 
замкнут относительно гомоморфных образов и 
подпрямых произведений. Если F  – непустая 
формация, то любая группа G имеет наимень-
шую нормальную подгруппу, факторгруппа по 
которой принадлежит .F  Ее называют F -кора-

дикалом G и обозначают .GF  
 

Пусть F  и H  – формации. Класс групп 

( : )G G  HF H F  называют произведением фор-

маций F  и .H  
Лемма 1.3 [1, теорема IV.1.8 (a), (b)]. Пусть 

F  и H  – непустые формации. Тогда справедли-
вы следующие утверждения: 

1) если ,F H  то G GH F  для всех групп G; 

2) ( )G G F H H F  для всех групп G. 

Лемма 1.4 [1, IX.1.1 (a)]. Пусть F  – непус-
той класс Фиттинга. Если ,N G  то  

.N N G F F  

Пусть F  – класс групп. Подгруппу V груп-
пы G называют: 

(1) F -максимальной в G, если H F  и из 
условий V H G   и H F  следует, что ;V H  

(2) F -инъектором G, если V N  является 
F -максимальной подгруппой N для любой суб-
нормальной подгруппы N группы G. 

Лемма 1.5 [1, IX.1.3]. Пусть G – группа и F  – 
класс групп. Тогда справедливы следующие ут-
верждения: 

1) если K G  и V – F -инъектор G, то 
V K  – F -инъектор K; 

2) если F  – непустой класс Фиттинга и V – 

F -инъектор G, то G VF  и V – F -максималь-

ная подгруппа G; 
3) если V – F -максимальная подгруппа G и 

V M  – F -инъектор для любой максимальной 
нормальной подгруппы M группы G, то V –  
F -инъектор G; 

4) если V – F -инъектор G и : G G    – 
изоморфизм, то V  – F -инъектор .G  

Пусть F  – непустой класс Фиттинга. Тогда 
группу G называют F -скованной, если 

( ) .GC G GF F  Известно, что если G разрешима, 

то группа G N -скована, т. е. ( ( )) ( ),GC F G F G  

где ( )F G  – подгруппа Фиттинга G. Произведе-

ние всех нормальных -нильпотентных подгрупп 
группы G называется -фиттинговой подгруп-
пой G и обозначается через ( )F G  [16]. 

Лемма 1.6 [16, лемма 3.1]. Если группа G 
-разрешима, то ( ( )) ( ),GC F G F G   т. е. груп-

па G является N -скованной. 

Напомним, что класс групп F  называется 
наследственным, если из GF  всегда следует 
H F  для любой подгруппы H группы G. Фит-
тинговой формацией называют класс групп, ко-
торый одновременно является формацией и 
классом Фиттинга (см., например, [1, XI.1]). 

Лемма 1.7 [14, лемма 2.1]. Пусть S  – 

класс всех -разрешимых групп. Тогда S  явля-

ется наследственной фиттинговой формацией. 
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Лемма 1.8 [15, теорема 3.18]. Класс N  

всех -нильпотетных групп является наследст-
венным классом Фиттинга. 

Пусть 1 2, , , tF F F  – некоторые непустые 

классы групп, 2.t   Тогда класс групп 

1 2 ,t F F F  состоящий из всех групп  

1 2 ,tG G G G    
где i iG F  для всех {1, 2, },i t   называют пря-

мым произведением (см. [18, определение 17.6]) 
классов 1 2, , , .tF F F  Если ( ) ( )i j   F F  для 

всех i j  и iF  – классы Фиттинга, то 1
t
i i F  яв-

ляется классом Фиттинга [1, пример XI. (1.6)]. 
Лемма 1.9 [10]. Пусть 1 ,n F F F  где 

( ) ( )i j   F F  при ,i j  1 ( )n
i i  F   и 

2
i iF F  – непустая насыщенная формация Фит-

тинга для любого {1, , }.i n   Тогда каждая 

конечная группа обладает F -инъектором. 
Лемма 1.10 [9, теорема 1]. Пусть  

1 ... ,t  F F F  

где все iF  являются непустыми классами Фит-

тинга и ( ) ( )i j   F F  при .i j  Пусть G – 

такая группа, что ( ) .GC G GF F  Пусть 

i i j j H F  и ( ).
ii GC C G H  Для каждого i, 

1 i t   выберем iF -подгруппу iV  в ,iC  содер-

жащую .
i

GF  Тогда справедливы следующие ут-

верждения: 
1) 1i jV V   для всех ;i j  

2) 1 2 1 2... ...t tVV V V V V    – F -подгруппа, со-

держащая ;GF  

3) если iV  iF -максимальна в iC  для любого 

i, то 1 2 ... tV V V  F -максимальна в G; 

4) если для каждого i подгруппа iV  являет-

ся iF -инъектором в ,iC  то 1 2 ... tV V V  является  

F -инъектором в G; 

5) если S – F -инъектор группы G, то 
i

SF  – 

iF -инъектор в iC  для любого i; 

6) если для каждого i подгруппа iV  сопря-

жена в iC  с некоторой подгруппой iU  из ,iC  то 

1 2 ... tU U U  является подгруппой, сопряженной с 

1 2 ... tV V V  в G. 

Пусть     и \ .     Натуральное 
число n называется  -числом, если  

( ) .
i in       

Подгруппа H группы G называется  -
подгруппой G, если | H | является  
 -числом. Если | H | –  -число и индекс 
| G : H | –  -число, то H называют холловой  
 -подгруппой G [14]. 

Теорема Скибы [14, теорема В]. Группа G 
-разрешима тогда и только тогда, когда для 
любого     группа G содержит холлову  
 -подгруппу E и каждая  -подгруппа G со-
держится в некотором сопряжении подгруппы E. 

Лемма 1.11 [19, теорема B (b)]. Если F  – 
непустой неединичный класс Фиттинга и 

,N F  то класс всех F -скованных групп явля-
ется классом Фиттинга.  
 

2 -Класс Хартли и его локальные задания 
Пусть  – некоторое разбиение множества 

.  Всякое отображение вида : {h  классы 

Фиттинга} называется -функцией Хартли или 
просто H -функцией [20]. Если H – H -функ-

ция, то символом ( )Supp h  обозначают носитель h, 

т. е. множество всех i   таких, что ( ) .ih     

Следуя [20], пусть ( ) ( : 1LH h G G    или 

1G   и ( )i i
iG h   E E

 для всех ( )),i G   где 

i
E  и 

i
E  – классы всех i -групп и всех  

i -групп соответственно. 

Определение. Класс Фиттинга H  назовем 

-классом Хартли, если ( )LH hH  для некото-

рой H -функции h. В частности, если 
1 {{2},{3},...},     

то H  называют классом Хартли [3]. 

Лемма 2.1. Пусть ( )LH hH  – -класс 

Хартли, определяемый H -функцией h, и 

( ).Supp h   Тогда справедливы следующие ут-

верждения: 
1) ( );   H  

2) GH  тогда и только тогда, когда 

( )
ii

iG h  
  E E  для всех ;i   

3) ( ( ) ).
i ii

ih    
   H E E E  

Доказательство. 1. Если ,i   то 

(1) ( )ih   и для любой i -группы G такой, что 

1G   имеем ( ) { }.iG    Поскольку ,
i

G E  по 

утверждению 1) леммы 1.3 из 1i i iG G   E E E
 сле-

дует 1.i iG   E E
 Тогда 

i i
G  E E  и по лемме 1.1 

(1) ( )
i ii iiG h     E E E E  

для любого .i   По определению произведе-

ния классов Фиттинга ( )/
i iihG G  E E  и поэтому 

( ) .
i i

ihG G

E E
 Ввиду определения ( )ih  -радика-

ла, ( ) .
ii

ihG G 


E E   Следовательно, ( )ii

iG h   E E
 

и .GH  Значит, ( ).   H  

Если ( ),i  H  то для некоторой группы 

GH  имеем ( )i G   и ( ).ii
iG h   E E

 Значит,  
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i   и ( ) .  H  Таким образом, ( ).   H  

2. Если ( )i G   и G – H -группа, то 

( ).ii
iG h   E E

 Поскольку ( )
i

i

i
hG G 

E E
 и про-

изведение 
ii E E  – формация, 

( ) ( )( / ) / ( / ) / .i i

i i

i i

i ih hG G G G G G   

   E E E E
E E  

Следовательно, ( )
i iiG h   E E  для всех 

( ).i G   

Обратно, если для любого ( )i G   и 

( ) ,
ii

iG h  
  E E  то ( )/ .

i ii
hG G  

E E  Тогда 

( )
ii

ihG G
 


E E

 и, следовательно, ( ).ii
iG h

   
E E

 

Значит, .GH  

3. Пусть .GH  Тогда | G | – ( ) H -число. 

Ввиду утверждения 1) ( )  H  и поэтому | G | – 

 -число, то есть G –  -группа. Следовательно, 
.G E  Кроме того, из GH  по утверждению 

2) следует ( )
i iiG h   E E  для всех ( ).i G   

Если \ ( ),G   то  

( ) .
i i i i iiG h       E E E E E  

Таким образом, ( ( ) )
i i iiG h       E E E  и  

( ( ) ).
ii iih       H E E E  

Докажем обратное включение. Действи-
тельно, если ( ( ) )

i i iiG h       E E E  для 

всех ( ),i G   то ( ) .
iiiG h    E E  Следова-

тельно, по утверждению 2) леммы GH  и 

( ( ) ) .
iii ih      E E E H                

Многие известные классы групп являются 
-классами Хартли, что подтверждают следующие 

Примеры 2.2. 1. Пусть H N  – класс всех 

-нильпотентных групп, в частности, всех ниль-
потентных групп, h – H -функция такая, что 

( ) (1)ih    – класс единичных групп для всех 

.i   Тогда 

( ) (1)

(1)( ) .
i i

i i i

i

i i i

LH h   

    



   

  

    

E E

E E E E N
 

2. Пусть X  – непустой класс Фиттинга и 
,H XN  h – H -функция такая, что ( )ih   X  

для всех .i   Тогда 

( ) ( ) .
i i i ii i

LH h          
    XE E X E E XN  

3. Напомним, что через k
N  обозначают 

произведение , N N  состоящей из k сомно-

жителей ,N  где ;k   0
N  является классом 

групп порядка 1 по определению. Наименьшее n 
такое, что nG N  называется -нильпотентной 

длиной группы G [21, c. 959]. 

Если ,k   то k
N  – класс всех групп  

-нильпотентной длины не превосходящей k. 
Пусть 1k   и H -функция h такая, что 

1( ) k
ih 

 N  для всех .i   Тогда с учетом 

примера (2) получаем, что ( ) kLH h N  является 

-классом Хартли. 
4. Пусть ,    H E  и h – H -функция 

такая, что 
, если ,

( )
, е сли .

i
i

i

h


  
    E

 

Тогда ( ) ( )
i j j

LH h          E E E E  

( ) .
i jj        E E E E E  

Следуя [20], [22], произведем классифика-
цию H -функций -класса Хартли. 

Пусть h – H -функция -класса Хартли .H  

Тогда h назовем: 
(1) приведенной, если ( )ih   H  для всех 

;i I  

(2) устойчивой [22], если ( ) ( )
ji jh h    E  

для всех ;i j  

(3) устойчивой приведенной, если h является 
одновременно устойчивой и приведенной  
H -функцией. 

Лемма 2.3. Каждый -класс Хартли H  оп-

ределяется приведенной H -функцией. 

Доказательство. Поскольку H  – -класс 

Хартли, определяемый H -функцией h, по 

утверждению 3) леммы 2.1  
( ( ) ),

ii iih       H E E E  

где ( ).Supp h   Определим H -функцию   

такую, что ( ) ( )i ih    H  для всех .i I  Оче-

видно, ( ) ( )i ih     для любого .i   По 

лемме 1.2 ( ) ( ) .
i ii i

i ih   
   E E E E  Следова-

тельно, ( ) .LH   H  

Обратно, пусть .GH  Тогда по утвержде-

нию 2) леммы 2.1 ( ) .
iiiG h    E E  По определе-

нию произведения классов Фиттинга 

( )/ .
ii ihG G  E E  Следовательно, ( )

i i

ihG G 

E E
 и 

( ).i i
iG h   E E

 Так как ,i iG G E E   то .i iG   E E
H  

Получаем ( ) ( ).i i
i iG h       E E
H  Значит, 

( )
i iiG    E E  для всех i   и  

( ( ) ) ( ).
i i iiG LH           E E E  

Следовательно, ( )LH H  и ( ).LH H         

Напомним, что если X  – некоторый класс 
групп, то символом FitX  будем обозначать 
класс Фиттинга, порожденный ,X  т. е. пересече-

ние всех классов Фиттинга, содержащих .X  



Инъекторы конечных -разрешимых групп 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 1 (54), 2023 79

Лемма 2.4. Каждый -класс Хартли H  опре-

деляется устойчивой приведенной H -функцией. 

Доказательство. Пусть H  – -класс Харт-

ли. По лемме 2.3 1( )LH hH  для некоторой 

приведенной H -функции 1.h  Пусть 

( ).Supp h   Определим класс групп следую-
щим образом: 

( ) ( : i
i G G H     E

 для некоторой группы 

1( ))iH h   

для всех .i I  

Пусть группа ( ).iX    Тогда iX Y  E
 

для некоторой группы 1( ).iY h   Ввиду замкну-
тости классов Фиттинга относительно взятия 

нормальных подгрупп, 1( ).i
iY h  E

 Значит, 

1( )iX h   и 1( ) ( )i ih     для всех .i I  Сле-

довательно, по лемме 1.2 1( ) ( ) .
i ii ih     E E  

Если 1 1( ) ,
iiY h   E  то 

11 1 ( )/ ( )
i ihY Y  E  и 

11 1 ( )( ) ( ) .i

ihY Y

E
 Следовательно, 1 1( ) ( ).i

iY h  E
 

Поскольку 1 1(( ) ) ( ) ,i i iY Y    E E E
 имеем 1( ) ( ).i

iY   E
 

Значит, по определению произведения классов 
групп 1 ( ) .

iiY   E  Таким образом, справедливо 

равенство 

1( ) ( ) .
i ii ih     E E                  (2.1) 

Пусть h – H -функция такая, что ( )ih    

( ( ))iFit    для каждого .i I  Докажем, что 

( ) .LH h  H  Поскольку 1( ) ( ),i ih     имеем 

1 1( ) ( ( )) ( ( )) ( ).i i i ih Fit Fit h h         
Следовательно, по лемме 1.2 

1( ) ( )
ii iii ih h     E E E E  

для всех i I  и поэтому ( ) .LH h  H  
Докажем обратное включение. Ввиду ра-

венства (2.1) 

1 1( ( ) ) ( ) ( ( ) ).
i i ii i iFit h h Fit         E E E  

Так как ( ) ( ( )),i iFit      то по лемме 1.2 

( ) ( ( )) .
i ii iFit      E E  

Значит, 

1( ) ( ( ) )

( ( )) ( ) .
i i

i i

i i

i i

h Fit

Fit h

  

  

    

    

E E

E E
            (2.2) 

Тогда по лемме 1.2 1( ) ( ) .
i ii ii ih h    E E E E  

Следовательно, ( )LH hH  и ( ).LH hH  

Так как 1( ) ( )i ih h    для всех i   и 1h  

является приведенной H -функцией ,H  то 

( )ih   H  для каждого i   и h – приведенная 

H -функция. 

Покажем, что для любой H -функции h 

справедливо включение ( ) ( )
ji jh h    E  для 

всех .i j  Пусть группа 1( )iL h   и .i j  По-

скольку ,i j     имеем .
ij E E  Ввиду 

утверждения 1) леммы 1.3 .jiL L  
EE

 Так как 1h  

– приведенная H -функция -класса Хартли H  

и 1( ),iL h   то .LH  По условию 2) леммы 2.1 

1( ) .
jjjL h    E E  Значит, 

1 ( )/ .
jjjhL L

 E E  Следо-

вательно, 
1 ( ) .

j

j

jhL L





E

E  Тогда 1( ) .j

jjL h

 
E

E  

Таким образом, мы получаем, что для всех групп 

1( )iG h   
i

E -корадикал G содержится в 

1( ) .
jjh  E  Следовательно, если ( ),iR   то 

iR V  E
 для некоторой группы 1( )iV h   и 

1( ) .
jjR h   E  Значит, 1( ) ( ) .

ji jh     E  Таким 

образом, 

1

1

( ) ( ( )) ( ( ) )

( ) ( )
j

j j

i i j

j j

h Fit Fit h

h h



  

      

   

E

E E
 

для всех .i j                                                           

 
3 h -Радикалы для -класса Хартли 

Пусть G – группа и h – H -функция с носи-

телем .  Подгруппу ( )i

i

h hG G 
 

   назовем  

h -радикалом G. 

Свойства h -радикала для -класса Хартли 

H  вида ( )
ii iih     H E E  с устойчивой  

H -функцией h описывают следующие три 

леммы. 
Лемма 3.1. Пусть ( )

i ii
ih   

  H E E  –  

-класс Хартли c устойчивой приведенной  
H -функцией h. Если H – подгруппа группы G 

такая, что / ,hH G N  то .H H  

Доказательство. По условию подгруппа 

hG  нормальна в H. Следовательно, по лемме 1.4 

( ) ( ) ( ) ( )( )
j j j jh h h h h hG G G H H        

для всех .j   Мы вначале покажем, что 

( )/ ( )
jh h hG G   – j -группа для всех .j    

Заметим, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/ /

/ ( )
j i j j i j

i i j

h h h h h h

h h h

G G G G G G

G G

     

  

  


 

для всех .i j  По лемме 2.4 ( ) ( ) .
ji jh h    E  

Значит, ( ) ( ) .
i jh jG h   E  Следовательно, 

( ) ( ) ( )/ ( )
i i j jh h hG G   E  и ( ) ( ) ( )/

i j jjh h hG G G   E  

для всех .i j  Тогда ( )/
j jh hG G  E  и ввиду 

изоморфизмов 

( ) ( ) ( )/ /
j j jh h h h h hH G H G G H      
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( ) ( ) ( )( / ) / (( ) / ),
j j jh h h h hG G G H G     

заключаем, что ( ) ( )/
j jh h hH G H   – j -группа. 

Поскольку группа / hH G  -нильпотентна, 

/ .
j jjhH G     E E  

Следовательно, ввиду изоморфизма 

( ) ( )/ ( / ) / ( / ),
j jh h h h h hH H G H G H G G   

( )/
j jjh hH H G  E E  

для всех .j   Поскольку ( )jh hG H   по усло-

вию, ( ) ( )j jh h hH G H   и ( )/ .
jj jhH H  E E  Сле-

довательно, ( )
jj jjH h    E E  и .H H        

Лемма 3.2. Пусть ( )
ii iih     H E E  –  

-класс Хартли c устойчивой приведенной  
H -функцией h. Тогда для любой -разрешимой 

группы G справедливо равенство 
/ ( / ).h hG G F G GH  

Доказательство. Пусть ( / ) / .h hF G G R G   

Поскольку H -функция h является приведенной 

для -класса Хартли ,H  то 

( ) ( ) ( )( ) .
i i ih h hG G G G    H H  

Ввиду ( ) ,
i ii I iG h     H H E E  следует 

( )
i iiG h  H E E  для любого .i   Значит, 

( ) ( )/ ( ) / .
ii i ih hG G G G   H H H E E  

Так как класс 
ii E E  – формация, то 

( ) ( )( / ) / ( / ) /
i ih h h hG G G G G G  H H  

и /
i ihG G H E E  для любого .i   Следова-

тельно, / hG GH  – -нильпотентная подгруппа 

группы / .hG G  Таким образом, / ( / )h hG G F G GH  

и .G RH  

 Докажем обратное включение. Так как под-
группа / hR G  -нильпотентна, то по лемме 3.1 

.RH  Следовательно, R G H  и  

( / ) / .h hF G G G G  H                       

Лемма 3.3. Пусть ( )
ii iih     H E E  –  

-класс Хартли c устойчивой приведенной  
H -функцией h и G – -разрешимая группа. Если 

H – H -подгруппа группы G такова, что 

,G H G H  то / .hH G N  

Доказательство. Так как G HH   и  

H -функция h является приведенной, то по 

лемме 1.4 ( ) ( ) ( )( ) .
i i ih h hG G H G    H H  Следо-

вательно, ( ) ( ) ( )[ , ]
i i ih h hH G H G G    H H  и  

( ) ( )( / ) ( / ).
i ih G h G hH C G G C G G  H H  

Поскольку по лемме 1.7 группа / hG G  

-разрешима, то из леммы 1.6 следует, что 

/ hG G  N -скована. Кроме того, по лемме 3.2 

/ ( / ).h hG G F G GH  Следовательно, 

/ ( / ) /
hG G h hC G G G GH H  

и поэтому ( / ) .G hC G G GH H  Тогда ( ) ,
ihH G  H  

что влечет ( ) ( ) ( ) ( )( )
i i i ih h h hG G H G H      H H  

для всех i   и поэтому .h hG H  Следова-

тельно, / /
iih hH G H H   E E  для каждого 

i   и / hH G  – -нильпотентная группа.         

Ввиду лемм 3.1 и 3.3 получаем 
Следствие 3.4. Пусть h – устойчивая при-

веденная H -функция -класса Хартли 

( ) ,
iii ih     H E E  

G – -разрешимая группа и ее подгруппа H та-
кова, что .G H G H  Тогда H H  в том и 

только том случае, если / hH G  – -нильпотент-

ная группа. 
 

4 О существовании и сопряженности  
H -инъекторов в -разрешимой группе 

В данном разделе мы решаем задачу суще-
ствования и сопряженности инъекторов в -раз-
решимых группах для -классов Хартли. Ключе-
вым моментом в реализации такой задачи явля-
ются результаты о существовании и сопряжен-
ности инъекторов, полученные Л.А. Шеметко-
вым в работах [9] и [10] (см. леммы 1.9 и 1.10). 
Возможность применения указанных результа-
тов для -нильпотентных инъекторов представ-
ляют следующие две леммы. 

Лемма 4.1. В любой группе существуют  
-нильпотентные инъекторы. 

Доказательство. Пусть  – некоторое раз-
биение множества .  Заметим, что группа G  
-нильпотентна, если 1 2 tG G G G    для 

некоторых -примарных групп. Тогда класс всех 
-нильпотентных групп представим в виде 

1 2
... ,

t      N E E E  

где 
i

E  – класс Фиттинга всех i -групп для ка-

ждого {1,2, , }.i t   Кроме того, 2( )
i i E E  и 

i
E  – насыщенная фиттингова формация. Итак, 

для класса Фиттинга N  все условия леммы 1.9 

выполняются и поэтому в каждой группе суще-
ствуют  -нильпотентные инъекторы.                  

Лемма 4.2. Путь G – -разрешимая группа. 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) в G существуют -нильпотентные инъ-
екторы и любые два из них сопряжены; 

2) подгруппа V группы G является -нильпо-
тентным инъектором G тогда и только тогда, 
когда ( )F G V   и V – N -максимальная под-

группа группы G. 
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Доказательство. 1) Существование -ниль-
потентных инъекторов группы G следует по 
лемме 4.1. Для доказательства их сопряженности 
проверим выполнимость условий леммы 1.10. 
Заметим, что класс N  всех -нильпотентных 

групп является классом Фиттинга по лемме 1.8 и 
прямым произведением классов Фиттинга 

1 2
, , , ,

t  E E E  

где все 
i

E  – непустые классы Фиттинга, и 

( ) ( )i j       при .i j  Кроме того, по-

скольку группа G -разрешима, по лемме 1.6 
( ( )) ( ).GC F G F G   Теперь будем использовать 

обозначения, введенные в лемме 1.10. Пусть 

ji j i  H E  и ( ).
ii GC C G H  Поскольку группа G 

-разрешима, то по лемме 1.7 ее подгруппа iC  

является -разрешимой. Следовательно, по тео-
реме Скибы для каждого {1, 2, , }i t   в группе 

iC  существует холлова i -подгруппа ,iV  кото-

рая является 
i

E -инъектором в .iC  Тогда по ут-

верждению 4) леммы 1.10 подгруппа 

1 2 tH V V V    

является -нильпотентным инъектором группы 
G и по утверждению 5) леммы 1.10 каждый -
нильпотентный инъектор строится таким обра-
зом. Сопряженность -нильпотентных инъекто-
ров в группе G следует по утверждению 6) лем-
мы 1.10, поскольку по теореме Скибы любые два 
-нильпотетных инъектора сопряжены в .iC  Ут-

верждение 1) леммы доказано. 
2) Пусть M – максимальная из -нильпо-

тентных подгрупп группы G, содержащая ее 
-нильпотентный радикал ( ),F G  и .

i
iU U


 E  

По теореме Скибы каждая i -подгруппа содер-

жится в некоторой холловой i -подгруппе, т. е. 

для любого {1,2, , }i t   существует такой эле-

мент ,i ix C  что .ix
i iU V  Тогда по утвержде-

нию 6) леммы 1.10 1 2
1 2

txx x
tU U U  является  

N -подгруппой, сопряженной с 1 2 .tM U U U   

Следовательно, xM H  для некоторого .x G  

Но H – -нильпотентный инъектор и поэтому по 
утверждению 3) леммы 1.5 H – максимальная из 
-нильпотентных подгрупп G. Следовательно, 

.xM H                                                                    
Напомним, что если h – некоторая  

H -функция, то подгруппа ( )i

i

h hG G 
 

   –  

h -радикал группы G. 

Теорема 4.3. Пусть  – некоторое разбиение 
множества   и ( )

ii
i I ih  

  H E E  – -класс 

Хартли с устойчивой приведенной H -функцией 

h. Тогда для любой -разрешимой группы G 
справедливы следующие утверждения: 

1) подгруппа V группы G является H -инъек-

тором G в том и только том случае, если / hV G  

является -нильпотентным инъектором / ;hG G  

2) в G существуют H -инъекторы и любые 
два из них сопряжены; 

3) множество всех H -инъекторов группы G – 
это в точности множество всех H -макси-
мальных подгрупп G, содержащих H -радикал G. 

Доказательство. 1. Поскольку группа G  
-разрешима, то по лемме 1.7 фактор / hG G   

-разрешим. Следовательно, в / hG G  по утвер-

ждению 1) леммы 3.2 существует -нильпотент-
ный инъектор / .hV G  Докажем, что подгруппа V 

является H -инъектором группы G. Для этого 
будем использовать индукцию по порядку груп-
пы G. Если G – единичная группа, то утвержде-
ние очевидно. Пусть 1G   – контрпример ми-
нимального порядка и M – произвольная макси-
мальная подгруппа G. Пусть ( )i

i

h hM M 
 

   – 

h -радикал M. Покажем вначале, что .h hM M G   

Для этого установим, что ( )/
jh hG G   является  

j -группой для всех .j   Так как по условию 

h – устойчивая приведенная H -функция  

-класса Хартли ,H  то по лемме 2.4 

( ) ( )
ji jh h    E  для всех .i j  Тогда ввиду изо-

морфизма 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/ /

/ ( )
j i j i i j

i i j

h h h h h h

h h h

G G G G G G

G G

     

  

  


 

следует, что ( ) ( ) ( )/
j i jh h hG G G    является j -груп-

пой. Следовательно, по определению класса 
Фиттинга ( )/

jh hG G   также является j -группой. 

Далее, используя лемму 1.4 и изоморфизм 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) /

( ) / ( )

( ) / ( ) / ,

j j

j

j j

h h h

h h h

h h h h

G M G G

G M G M G

G M G M G M M

 



 

 

    

    

 

получаем, что ( )( ) /
jh hG M M   является j -груп-

пой для любого .j   Поскольку 

( ) ( )( ) / / / ( ) / ,
j jh h h h h hG M M M M G M M     

то ( ) / .
jjh hG M M    E  Кроме того, оче-

видно ( ) (1).
j jj jj j            E E E  

Следовательно, справедливо равенство 
.h hG M M   

Рассмотрим два возможных случая. Пусть 
.hG M  Тогда .h hG M  Поскольку G – -разре-

шимая группа, по лемме 1.7 фактор / hG G   
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-разрешим. Значит, по лемме 1.6 группа / hG G  

N -скована. Поскольку класс N  всех нильпо-

тентных групп является подклассом Фиттинга 

N  всех -нильпотентных групп, то по лемме 

1.11 класс всех N -скованных групп является 

классом Фиттинга. Тогда из 
/ / /h h hM M M G G G   

следует, что группа / hM M  является N -ско-

ванной. Поскольку / hV G  –  -нильпотентный 

инъектор / ,hG G  то по утверждению 1) леммы 

1.5 подгруппа ( ) / hV M G  является  -нильпо-

тентным инъектором группы / .hM G  Тогда вви-

ду равенства ,h hG M  Подгруппа ( ) / hV M M  – 

 -нильпотентный инъектор группы / .hM M  

Следовательно, по индукции V M  является 
H -инъектором M. Теперь, чтобы показать, что 
подгруппа V является H -инъектором G, доста-
точно выяснить, учитывая утверждение 3) леммы 
1.5, H -максимальность V в G. Так как 

/ ,hV G N  то по лемме 2.5 V является H -под-

группой G. Предположим, 1,V V  где 1V  –  

H -максимальная подгруппа G. Тогда 

1 ,V M V M    

так как в противном случае мы получили бы 
противоречие с тем, что подгруппа V M   
H -максимальна в M. Итак, в данном случае под-

группа 1V  – H -максимальна в G и 1V M  –  

H -инъектор группы M для любой максимальной 
нормальной подгруппы M группы G. Следова-
тельно, по утверждению 3) леммы 1.5 1V  –  

H -инъектор группы G. Тогда 1G VH  и по след-

ствию 3.4 1 / hV G  – -нильпотентная подгруппа 

/ .hG G  Ввиду утверждения 2) леммы 1.5 получа-

ем противоречие с тем, что подгруппа / hV G  – 

N -максимальна в / .hG G  Следовательно, 

1/ /h hV G V G  и 1.V V  

Остается принять случай, когда .hG M  В 

этом случае ввиду максимальности нормальной 
подгруппы M, .hG G M  Следовательно, по 

лемме 1.7 ввиду -разрешимости группы / hG G  

и изоморфизма / / / ,h h h hG M G M M G M M    

по лемме 1.6 подгруппа / hM M  N -скована. 

Учитывая изоморфизм / /h hG G M M  по утвер-

ждению 4) леммы 1.5 следует, что ( ) / hV M M  

является  -нильпотентным инъектором группы 
/ .hM M  Теперь, применяя индукцию, получаем, 

что V M  – H -инъектор группы M. По лемме 

3.1 V – H -подгруппа G. Если 1,V F  где 1F  – 

H -максимальная подгруппа G, то 1 .V M F M    

Так как ,G VH  то .VM G  Следовательно, 

1 1 1( ) ( )F F VM V F M V V M V        

и V является H -максимальной подгруппой G. 
Значит, ввиду произвольности выбора макси-
мальной нормальной подгруппы M группы G, по 
утверждению 3) леммы 1.5 V – H -инъектор G. 

Докажем обратное утверждение. Пусть V – 
H -инъектор G. Покажем, что / hV G  – N -инъ-

ектор / .hG G  По утверждению 2) леммы 1.5 

G VH  и подгруппа V H -максимальна в G. Сле-

довательно, по лемме 3.3 / hV G  – -нильпотент-

ная группа. Покажем, что подгруппа / hV G   

N -максимальна в / .hG G  Предположим, что 

1/ /h hV G V G  и 1 / hV G  N -максимальна в 

/ .hG G  Поскольку 1 / hV G N  и 1V G H  по 

следствию 3.4 1 .V H  Но подгруппа V H -макси-

мальна в G. Следовательно, 1V V  и / hV G  – 

N -максимальная подгруппа в / .hG G  

2) Существование H -инъекторов следует из 
утверждения 1) теоремы ввиду существования  
-нильпотентных инъекторов в группе / .hG G  

Докажем сопряженность H -инъекторов группы 

G. Пусть / hF G  и / hV G  –  -нильпотентные 

инъекторы / .hG G  Тогда по утверждению 1) 

леммы 4.2 подгруппы / hF G  и / hV G  сопряжены 

в / .hG G  Следовательно, F и V сопряжены в G. 

3) Если V – H -инъектор группы G, то по 
утверждению 2) леммы 1.5 V H -максимален в G 

и .V G H  Обратно, пусть V – H -максимальная 

подгруппа G, содержащая H -радикал .GH  Так 

как h – приведенная H -функция -класса 

Хартли ,H  то hG G H  и, следовательно, .hG V  

Тогда по лемме 3.3 группа / hV G   -нильпотент-

на. Ввиду H -максимальности V в G, / hV G  – 

N -максимальна в / .hG G  По лемме 3.2 

( / ) / .h hF G G V G   

Следовательно, по утверждению 2) леммы 4.2 
/ hV G  – N -инъектор / .hG G  Теперь, используя 

утверждение 1) теоремы, мы получаем, что V – 
H -инъектор G.                                                         
 

5 Приложения 
Приведем применение теоремы 4.3 для опи-

сания инъекторов в некоторых известных клас-
сах групп. 

Следствие 5.1. Пусть ,H XN  где X  – 

любой непустой класс Фиттинга и N  – класс 

всех -нильпотентных групп. Тогда подгруппа V 
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-разрешимой группы G является H -инъекто-

ром G в том и только том случае, когда /V GX  – 

-нильпотентный инъектор / .G GX  

Доказательство. Утверждение вытекает 
непосредственно из утверждения 1) теоремы 4.3, 
поскольку ввиду примера 2.2(2) H  является  

-классом Хартли, который определяется устой-
чивой приведенной H -функцией h такой, что 

( )ih   X  для каждого .i   

Группа G называется мета--нильпотент-
ной, если G содержит нормальную подгруппу N 
такую, что N и /G N  -нильпотентны. 

В случае ,X N  получаем 

Следствие 5.2. Подгруппа V -разрешимой 
группы G является мета--нильпотентным инъ-
ектором G в том и только том случае, если 

/ ( )V F G  – -нильпотентный инъектор / ( ).G F G  

В случае, когда 1 {{2},{3}, }      – ми-

нимальное разбиение множества ,  получаем 

описание XN -инъекторов, полученное Хартли [6]. 
Следствие 5.3 [6, с. 206]. Пусть X  – не-

пустой класс Фиттинга, N  – класс всех ниль-
потентных групп и .H XN  Тогда подгруппа V 
разрешимой группы G является H -инъектором 

G тогда и только тогда, когда /V GX  – нильпо-

тентный инъектор / .G GX  

Если 1    и H  – класс Хартли с H-

функцией h такой, что ( ) (1)h p   для всех p  

((1) – класс всех единичных групп), то из теоре-
мы 4.3 вытекает результат Фишера [5], описы-
вающий множество всех нильпотентных инъек-
торов. Его представляет 

Следствие 5.4. Множество всех нильпо-
тентных инъекторов разрешимой группы – это 
множество всех нильпотентных максимальных 
подгрупп этой группы, содержащих ее радикал 
Фиттинга. 

Следствие 5.5. Пусть k
N  – класс Фиттин-

га всех групп -нильпотентной длины, не пре-
вышающей k ( 1)k   и G – -разрешимая группа. 

Тогда множество всех k
N -инъекторов G в точ-

ности совпадает с множеством всех подгрупп V 
из G таких, что подгруппа 1/ kV G 

N
 является  

-нильпотентным инъектором группы 1/ .kG G 
N

 

Доказательство. Ввиду примера 2.3(3) k
N  

является -классом Хартли с устойчивой приве-
денной H -функцией h такой, что 1( ) k

ih 
 N  

для всех .i I  Так как G -разрешима, то по 
лемме 1.6 / hG G  является N -скованной и ут-

верждение следует из теоремы 4.3. 
 

Заключение 
В настоящей работе нами доказано сущест-

вование и сопряженность H -инъекторов и най-
дена их характеризация в терминах радикалов 
для любой -разрешимой группы и -класса 
Хартли .H  
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