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Аннотация. Решена статическая и динамическая задача для границ мартенситной прослойки в находящемся в магнит-
ном поле механически не нагруженном ферромагнитном монокристалле с эффектом памяти формы, закрепленном в 
жесткой заделке. Показано, что для обеспечения статического равновесия необходимо наличие на границах раздела 
компенсационных сил, уравновешивающих действие магнитного поля. 
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 Введение 
Интерес к активным исследованиям ферро-

магнитных материалов с эффектом запоминания 
формы вызван перспективами практического 
применения данных материалов в электротехни-
ческих системах нового поколения [1]–[8]. При 
этом растет актуальность разработки и примене-
ния инженерных расчетов для технических за-
дач, связанных с уникальными физико-механи-
ческими свойствами материалов с памятью фор-
мы, восстанавливающих ее под действием маг-
нитного поля [2]. 
 Целью данной работы стало решение стати-
ческой и динамической задачи для мартенситной 
прослойки, находящейся в призматическом фер-
ромагнитном монокристалле с эффектом памяти 
формы, находящемся в жесткой заделке. 

 1 Постановка задачи 
На рисунке 1.1 схематически представлен 

призматический монокристаллический ферро-
магнитный образец с памятью формы, находя-
щийся в жесткой заделке. Пусть в монокристалле 
имеется единичная мартенситная прослойка 
длиной .ml  Длины аустенитных частей кристалла 

обозначим 1al  и 2al  (рисунок 1.1). Величины ,ml  

1al  и 2al  примем за известные параметры. 

 В общем случае магнитное поле, в которое 
помещен кристалл, будем считать неоднород-
ным, а силовое воздействие данного поля на гра-
ницах раздела аустенит/мартенсит будем рас-

сматривать посредством сил BmagF


 и .CmagF


 В 

общем случае неоднородного магнитного поля  
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Рисунок 1.1 – Ферромагнитный призматический монокристаллический образец  
с эффектом памяти формы с мартенситной прослойкой,  

находящийся в жесткой заделке в магнитном поле 
 

B


 данные силы не параллельны и величины 
этих сил не равны друг другу (т. е. ).Bmag CmagF F  

Силы BmagF


 и CmagF


 будем считать заданными. 

 Действие магнитного поля на ферромагнит-
ный призматический монокристалл с памятью 
формы смоделируем действующей на свободном 

торце образца силой DF


 (рисунок 1.1). Величину 

этой силы и ее направление нужно определить. 
 Также необходимо рассчитать все моменты 
сил, действующие на мартенситный и аустенит-
ные объемы ферромагнитного призматического 
монокристалла с памятью формы, и величину и 

направление реакции AR


 заделки. 
 

 2 Решение статической задачи 
 1. Решение статической задачи удобно на-
чинать с рассмотрения сил, действующих на вто-
рой уастенитный объем (рисунок 1.1), для кото-
рого в состоянии равновесия будем иметь: 

cos cos 0,iX D Cmag C
i

F X F F         (2.1) 

sin sin 0,iY D Cmag C
i

F Y F F           (2.2) 

  2sin 0,C i D a C
i

M F F l M             (2.3) 

где выполнена замена 
cos ,D DX F   sin .D DY F               (2.4) 

 В (2.1)–(2.4) ,    и   – углы, показанные 

на рисунке 1.1; сила DF


 уравновешивает дейст-

вие силы ,CmagF


 инициированной магнитным 

полем; сила CF


 уравновешивает действие силы 

,BmagF


 также возникшую при включении магнит-

ного поля; CM  – момент сил (рисунок 1.1). 

Предполагалось, что BmagF


 параллельна .CF


 

 Тогда в условии статического равновесия из 
(2.1)–(2.3) получим 

cos cos ,D C CmagX F F                 (2.5) 

sin sin ,D C CmagY F F                   (2.6) 

2sin .C D aM F l    

 Следует учесть, что  

;D D DF X i Y j 
  

 2 2 ;D D DF X Y   
tg .D DY X                       (2.7) 

 2. Рассмотрение равновесия мартенситного 
объема приводит к системе уравнений: 

cos cos

cos cos 0,

iX Cmag C
i

Bmag B

F F F

F F

   

   


         (2.8) 

sin sin

sin sin 0,

iY Cmag C
i

Bmag B

F F F

F F

   

    


          (2.9) 
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  sin

sin 0,

B i Cmag m
i

C m B C

M F F l

F l M M

 

   


          (2.10) 

  sin

sin 0.

С i Bmag m
i

B m B C

M F F l

F l M M

  

   


         (2.11) 

Здесь β и ω – углы, показанные на рисунке 

1.1; BF


 – сила, действующая на границе раздела 

аустенит/мартенсит и уравновешивающая дейст-

вие силы CmagF


 на другой границе мартенситного 

объема; BM  – момент сил. 

Из (2.10) и (2.11) получаем: 

   sin sin .Cmag B Bmag CF F F F         (2.12) 

 3. Для первого аустенитного объема (рису-
нок 1.1) получим: 

cos cos 0,iX Bmag B A
i

F F F X     

sin sin 0,iY Bmag B A
i

F F F Y     

  1

1

sin

sin 0.

A i Bmag a
i

B a A B C

M F F l

F l M M M

 

    


 

 Отсюда 
cos cos ,A B BmagX F F    

sin sin ,A B BmagY F F    

1 1sin sin

sin sin .

A Bmag a B a

Cmag m C m

M F l F l

F l F l

   

  
 

 Причем 

;A A AR X i Y j 
  

 2 2 ;A A AR X Y   tg .A AY X   

 4. В приведенных выше системах уравнений 
число неизвестных превышает число уравнений. 
Поэтому перейдем к частному случаю и примем 
допущение: 

 .Bmag CmagF F                      (2.13) 

 Правомерность такого допущения обуслов-
лена тем, что величина ,ml  как правило, доста-

точно мала, чтобы в рассматриваемой области 
мартенситной прослойки магнитное поле с высо-
кой степенью точности можно считать однород-
ным. Тогда из (2.8) получим 

 cos cos cos cos ,B Cmag CF F F        (2.14) 

а из (2.9) – 

 sin sin sin sin .B Cmag CF F F         (2.15) 

 Поделив (2.15) на (2.14), получим 

 
 
 

sin sin sin
tg .

cos cos cos
Cmag C

Cmag C

F F

F F

   
 

   
    (2.16) 

 Далее, преобразовывая (2.16) в 

 
 

tg cos cos cos tg

sin sin sin ,

Cmag C

Cmag C

F F

F F

      

    
 

окончательно получим 

 sin sin tg cos cos
.

sin cos tgC CmagF F
    


  

 (2.17) 

 Подставляя (2.17) в (2.5) и (2.6) будем иметь: 

D CmagX F                       (2.18) 

 sin sin tg cos cos
cos cos ,

sin cos tg

     
   

    
 

D CmagY F                       (2.19) 

 sin sin tg cos cos
sin sin .

sin cos tg

     
   

    
 

 Ввиду параллельности векторов и ВmagF


 и 

CmagF


 в однородном магнитном поле из данных 

рисунка 1.1 будем иметь:     и .    Это по-

зволяет (2.18) и (2.19) преобразить к виду: 
 cos ,D CmagX F                     (2.20) 

 sin .D CmagY F                      (2.21) 

 Подстановка (2.20) и (2.21) в (2.7) дает: 

 ;D CmagF F  .                   (2.22) 

 5. Учитывая (2.13) и то, что в однородном 
магнитном поле ,    из (2.8) и (2.9) получим 

2 0,Cmag C BF F F                  (2.23) 

а из (2.12) – 
 .B CF F                          (2.24) 

 Тогда из (2.23) и (2.24) следует 
 .Cmag CF F                        (2.25) 

 А из (2.13), (2.22), (2.24) и (2.25) получаем: 
.Bmag Cmag B C DF F F F F     

 Следует отметить, что для обеспечения ста-
тического равновесия рассматриваемого механи-
чески ненагруженного ферромагнитного моно-
кристалла с мартенситной прослойкой, находя-
щегося в магнитном поле (рисунок 1.1), необхо-

димо наличие сил BF


 и ,CF


 обеспечивающих 

это равновесие. Эти силы впервые были обнару-
жены и описаны в работе [9], где были названы 
компенсационными силами. 
 
 3 Решение динамической задачи 
 Для решения динамической задачи восполь-
зуемся уравнением типа, приведенного в [3]: 

 2 2
0 0 00

2
0 0

,ext

m A L LA dL d L
F

k dt k dt

       
 

 (3.1) 

где ρ – объемная массовая плотность материала; 

0A  – площадь поперечного сечения призматиче-

ского образца; 0k  – коэффициент, связывающий 

скорость движения границы раздела аусте-
нит / мартенсит ( )bV  со скоростью плоскопарал-

лельного перемещения мартенситной части мо-
нокристалла ( ),mV  причем 0 b mk V V  [27]; 0m  – 

начальная масса мартенситной части образца;  
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0L  – начальное положение границы раздела ау-

стенит/мартенсит; L – текущее положение гра-
ницы; extF  – разность сил на границе раздела 

аустенит/мартенсит. 
 Как было показано в [2], решение уравнения 
(3.1) имеет вид: 

   1

2

11
.ext

D t
L t a F t b

a D

 
    

 
       (3.2) 

 Здесь 

1
0

,ext ba F aV
D

aL b

  



 2

0

1
,D

aL b
 


 0

0

,
A

a
k


  

0
0

0

.
m

b aL
k

   

 Не трудно показать, что из (3.2) следует 

 
  1

2

1
,b ext

dL t D
V a F

dt a D

 
    

 
         (3.3) 

а из (3.2) и (3.3) –   0 .bL t V t L   

 Отсюда для границ мартенситной прослой-
ки очевидно следует 

  1 1 01,bL t V t L                      (3.4) 

  2 2 02 ,bL t V t L                     (3.5) 

где индексы 1 и 2 указывают соответственно на 
первую или вторую границу мартенситной про-
слойки. Тогда из (3.4) и (3.5) получим  

     2 1 .ml t L t L t   

 Следует отметить, что для каждой из границ 
справедливо 

 1 1 ,ext mag extBF F F                     (3.6) 

2 2 .ext mag extCF F F                    (3.7) 

 Это указывает на то, что с точки зрения ме-
ханики движущей силой бездиффузионных фа-
зовых превращений в ферромагнитном монокри-
сталле с памятью формы является разница в дей-
ствии сил, инициированных на границах раздела 
аустенит / мартенсит, магнитным полем и ком-
пенсационных сил. Согласно (3.3), чем больше 
эта разница, тем выше скорость перемещения 
межфазных границ. 
 Следует отметить, что в (3.6) и (3.7) 

1 cos ,mag BmagF F   cos ,extB BF F   

2 cos ,mag CmagF F   cos .extC CF F   
 

 Заключение 
Таким образом, предложены варианты ре-

шения статической и динамической задачи для 
единичной мартенситной прослойки, находя-
щейся в механически не нагруженном ферромаг-
нитном материале с памятью формы, закреплен-
ном в жесткой заделке. Показано, что для нахо-
ждения ферромагнитного образца в статическом 
равновесии в магнитном поле на межфазных 
границах должны действовать силы, компенси-
рующие воздействие магнитного поля. Скорость 

перемещения границ раздела определяется раз-
ницей сил, действующих со стороны магнитного 
поля, и компенсационных сил. 
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