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Аннотация. В работе представлена методика определения зоны контакта, напряжений и перемещений при взаимодей-
ствии зубьев зубчатых колес из композиционных и функционально-градиентных материалов (ФГМ), основанная на 
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 Введение  
 В применяемой практике машиностроения 
одной из актуальных задач является создание и 
использование материалов, которые отличались 
бы своей износостойкостью и долговечностью, 
что значительно влияет на экономическую со-
ставляющую изготовления и эксплуатацию дета-
лей элементов конструкций. Это, в свою очередь, 
требует разработки более детального подхода к 
новым алгоритмам расчета, базирующимся на 
современном программном обеспечении, кото-
рое позволит выбрать оптимальные свойства 
композиционных материалов.  
 В данной работе рассмотрено ряд контакт-
ных задач применительно к инженерному расче-
ту цилиндрических тел, которые моделируют 
взаимодействие зубьев зубчатых колес и элемен-
тов фрикционных передач [1]–[5]. Расчет зубча-
тых колес из композитов является многопро-
фильным, включая расчеты, связанные с напря-
жениями зубьев и трибологическими отказами, 

такими как износ. Несмотря на важность 
контактных напряжений в зубчатых колесах из 
композитов, всесторонний анализ этих напряже-
ний не был широко представлен в литературе. 
 
 1 Постановка задачи 
 При работе зубчатой передачи, состоящей 
из контактирующего жесткого колеса и колеса из 
композита, возникает контактное взаимодейст-
вие зубьев двух колес. Представим разрабаты-
ваемый подход к реализации расчета напряже-
ний и перемещений как на поверхности, так и по 
глубине зуба из композита. Считаем, что модуль 
упругости металлического колеса значительно 
превышает модуль упругости композита, следо-
вательно, можно рассматривать контактную за-
дачу о вдавливании жесткого цилиндра в полу-
плоскость из композита, приняв определенный 
закон распределения давления в зоне контакта. 
Задавая закон распределенного поверхностного 
давления при взаимодействии зубьев зубчатых 
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колес (жесткого и из композита), а также разме-
ры площади контакта, можно определять 
напряжения и перемещения в изотропной, орто-
тропной или в полуплоскости, моделирующей 
свойства материала из ФГМ. Так как зона кон-
такта достаточно мала по сравнению с контакти-
рующим зубом, то легко составить математиче-
скую модель расчета параметров контакта, ис-
пользуя методику расчета напряжений в полу-
бесконечном упругом теле рассматриваемой сре-
ды при плоской деформации. Для дальнейшего 
создания алгоритма расчета напряженного со-
стояния при взаимодействии зубьев зубчатых 
колес из вышеуказанных материалов построим 
механико-математическую модель контакта 
зубьев зубчатых колес из композиционных мате-
риалов (рисунок 1.1). 

 
а) 

  
                             б)                                   в) 

 

Рисунок 1.1 – Схема контакта зубьев 
шестерни из ФГМ: 

а) механико-математическая модель; 
б) схема реальной передачи;  

в) схема расчета напряжений в зубе из ФГМ 
 
 2 Методика расчета 
 Рассмотрим композиционный материал, 
армированный волокнами, которые ориентиро-
ваны в направлении одной из осей Х или У (ко-
ординатные оси совпадают с основными направ-
лениями материала). С позиций макромеханики 
расчет напряженно-деформированного состоя-
ния (НДС) такого материала при действии гра-
ничной нагрузки необходимо рассматривать на 
основе закономерностей ортотропии. 
 Представим расчет напряженного состояния 
полубесконечного ортотропного тела, при 
взаимодействии зубьев зубчатых колес из компо-
зита, подверженного воздействию поверхностно-

го давления р, распределенного в соответствии с 
законом 
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или согласно [1] 

  2 21 2

1 2

,
R R

p x m a x
R R


         (2.2) 

где 1R  и 2R  – радиусы двух взаимодействующих 

цилиндров (мм); P и L – действующее усилие и 
длина цилиндра, параметр  
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индексы (1) и (2) – характеризуют материалы 
двух цилиндров, величины 1,2  для каждого ци-

линдра вычисляются по формулам [1] 
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где постоянные ,i jS  при плоской деформации 

определяются из [1] следующим образом: 
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индексы i, j технических постоянных материалов 
цилиндров (модуля упругости E (МПа), коэффи-
циента Пуассона ν и модуля сдвига G (МПа)) 
характеризуют различные направления и вычис-
ляются по зависимостям по правилу смесей: 
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индексы f и m обозначают волокно и матрицу 
соответственно; V – объемное содержание во-
локна в матрице материала; ,f mK K

 
– объемные 

модули упругости волокна и матрицы. Здесь, для 
упрощения, заменяем действие металлического 
(жесткого) цилиндра на границу ортотропной 
полуплоскости распределенным давлением со-
гласно закону (2.1). 
 Напряжения и перемещения в ортотропном 
теле для рассматриваемого случая могут быть 
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определены по соотношениям, приведенным в 
работе [1]: 

 

   

1 2

2 22 2 2 2
1 2

1

1 1
( ) ,

/ /

y

a

a

y

p s ds
x s y x s y


  

  

 
  

       


 

 1 2

( )
a

xy

a

x s
p s




   

               (2.3) 

   

 

   

2 22 2 2 2
1 2

1 2

2 22 2 2 2
1 2

1 1
.

/ /

1 1
( ) ,

x

a

a

ds
x s y x s y

y

p s ds
x s y x s y

 
  

       

  
  

 
  
       



 

 
 

 

1
1 1

1 2

2
2 2

11
122

1

1
( ) arctg

arctg ;

, 1,2.

a

a

i

x s
u p s R

y

x s
R ds C

y

S
R S i



 
  
   

  
  



  




(2.4) 

 В предельном случае при 1 2 1     полу-

чим напряжения и перемещения для изотропной 
полуплоскости [1], [5]: 
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(2.5)

 

 Максимальное касательное напряжение оп-
ределяется по формуле 
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 Далее рассмотрим решение контактной за-
дачи для двух гладких ортотропных цилиндров с 
параллельными осями, прижатыми друг к другу 
постоянной в направлении оси z линейной силой 
P. Считаем, что каждый из них можно заменить 
упругой ортотропной полуплоскостью с неиз-
вестным законом распределения, удовлетворяю-

щим условиям равновесия ( ) .
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 Величину зоны контакта определим по 
уравнению 
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 Зная закон распределения давления в облас-
ти контакта, нетрудно найти максимальное пе-
ремещение ортотропной полуплоскости при 
вдавливании жесткого цилиндрического штампа. 
Действительно, используя зависимости для пе-
ремещений при x = 0, получаем [1]: 
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 В случае расчета напряжений для полубес-
конечного тела из функционально-градиентного 
материала, считая, что модуль Юнга E зависит 
от глубины y и изменяется по простому степен-
ному закону 0 ( ) ,kE E y  следует отметить, что 

при y=0 можно записать модуль упругости 

0
kE E H

 
или, в общем случае, 0 ( )kE E y H   

[7] , где Е0 – начальный модуль упругости мате-
риала, 0,H   а также модули упругости могут 
изменяться послойно [6] или по экспоненте, k – 
коэффициент, принимающий значения 0 1,k   
подверженного воздействию поверхностного дав-
ления р, распределенного в соответствии с законом  
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то напряжения могут быть определены по соот-
ношениям, приведенным в работе [7]–[9] 
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где 
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– Гамма-

функция, y изменяется 0 ,y d   d – расстояние 

до середины зуба (рисунок 1.1, в).
  Максимальные касательные напряжения 

max  определяются как и для ортотропного слу-

чая по зависимости (2.6).  
 Перемещение yu  и величина зоны контакта 

a определяются по зависимостям [7]–[9] 
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 В частном случае при k = 0 получим такие 
же напряжения и перемещения, как и в изотроп-
ной полуплоскости. 
 Для определения максимальных контактных 
напряжений при вдавливании жесткого цилиндра 
в полуплоскость из ФГМ используем зависи-
мость (2.9) при x = 0: 
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2c

P
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Для построения инженерного расчета на 
контактную прочность зубьев зубчатого колеса 
из ФГМ при контакте с жестким колесом вместо 
формулы, применяющейся при расчете на кон-
тактную выносливость, принятой на основе тео-
рии Герца [10], используем зависимость (2.13). 
Действительно, в предельном случае для (2.9), 
когда 0,k   получается формула Герца 
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Дальше преобразуем полученную зависимость 
(2.13) в виде формулы по определению макси-
мальных контактных напряжений, используя 
методику, предложенную в работах [11], [12], с 
учетом применения и использования сущест-
вующих геометрических и других коэффициен-
тов, уточняющих инженерный расчет зубьев 
зубчатых колес на  контактную прочность. 

 

 3 Результаты вычислений и анализ ре-
зультатов 
 На основании разработанной методики по-
строен расчет НДС зубьев зубчатых колес со 
следующими физико-механические характери-
стиками [11]–[13]: шестерня из композита, со-
стоящего из полиамидной матрицы и стеклянных 
волокон с модулями упругости   3500mE   МПа, 

85000fE   МПа, коэффициентами Пуассона 

0,35,mv   0,2,fv   модулями сдвига Gm = 1300 МПа, 

35420fG   МПа, процентным содержанием во-

локон V = 20%; зубчатое колесо с модулем упру-
гости E = 207000 МПа, коэффициентом Пуассона 
v = 0,3, модулем сдвига G = 79615 МПа. По при-
веденным зависимостям сделан расчет физиче-
ских постоянных материала (ортотропного) для 
шестерни из композита: E1 = 19800 МПа; η = 0,92; 
E2 = 5080,33 МПа; G12 = 1893,47 МПа; ν12 = ν13 = 0,32; 
ν21 = ν31 = 0,08; 47222,22fK   МПа; Km = 3888,89 МПа; 

K = 4763,05 МПа; ν23 = ν32 = 0,56. Тогда для шес-
терни материал будет иметь следующие постоян-
ные: S11 = 4,92·10–5 МПа–1; S12 = –1,75·10–5 МПа–1; 
S22 = 13·10–5 МПа–1; S66 = 53·10–5МПа–1; 1 0,32,   

2 1,89,   а для материала зубчатого колеса – 

S11 = 4,40·10–6 МПа–1; S12 = –1,88·10–6 МПа–1; 
S22 = 4,40·10-6 МПа-1; S66 = 1,26·10–5 МПа–1; 

1 20,998, 1,002.     Параметр m = 3269,06 МПа. 

 Для расчета напряженного состояния зубьев 
зубчатых колес заменим тело зуба, контакти-
рующего с жестким зубом, в виде полуплоскости 
(изотропной, ортотропной, функционально-
градиентной) с заданным действующим давлени-

ем на границе по закону   2 2
0 .p x p a x   Да-

лее сделаем расчет напряженного состояния в 
полуплоскостях с указанными выше свойствами 
материалов. Так, на рисунках 3.1 и 3.2 показаны 
кривые изменения напряжений 0 ,/y p  0 ,/x p  

0/max p  по глубине от поверхности контакта для 

различных материалов: для ортотропной полу-
плоскости, которая переходит в изотропную по-
луплоскость при 1i   1( 0,999,   2 1,001),   

ортотропной 1 2( 0,32, 1,89)     и функцио-

нально-градиентной (k = 0; 0,5; 0,99). Получен-
ные результаты всех напряжений для изотропно-
го случая (k = 0 для функционально-градиент-
ного материала, 1i   для ортотропного мате-

риала) хорошо согласуются с данными из [1], [5].  
 Из рисунков 3.1 (а, б) и 3.2 (в) видно, что 
свойства материала могут значительно влиять на 
изменение напряжений по глубине тела зуба от 
поверхности контакта. Значения напряжений 

0 ,/y p  0 ,/x p  0/max p  для ФГМ при k = 0 и 

изотропного материала совпадают с результата-
ми, представленными в литературе [1], [5].  
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Следует отметить, что напряжения 0 ,/y p  в 

функционально-градиентном материале увели-
чиваются с возрастанием k, а напряжения σx 

практически не изменяются. 
 Для ортотропного случая на поверхности 
напряжения 0/x p  и 0/y p  принимают макси-

мальные значения: 0/ –1,6528,x p   0/ –1y p   

и постепенно убывают с глубиной. Значения на-
пряжений 0/x p  связаны со значениями 0/y p  

на поверхности зависимостью [1] 

0 0 1 2

1
1,6534,

0,32 1,89
yx

p p


    

  
 

что подтверждается расчетом, изображенным на 
графиках 3.1 (а, б). На поверхности  

0

0,32642max

p


  

для ортотропного материала (рисунок 3.2, а), что 
совпадает с расчетами по формулам (2.6) и 

max

0 1 2

1 1
1

2p

 
    

 

(рисунок 3.2, б). 
 На рисунке 3.3 приведены линии уровня мак-
симального касательного напряжения 0/ ,max p  

которые для изотропного материала хорошо со-
гласуются с результатами, представленными в 
монографии [5]. 
 На рисунке 3.4 показаны линии уровня мак-
симальных касательных напряжений 0/max p  

для функционально-градиентного материала с 
заданным действующим давлением на границе 
по закону (2.9). 
 

 

    
                                                  а)                                                                             б) 
 

Рисунок 3.1 – Графики зависимости напряжений по глубине тела зуба 
от поверхности контакта: а) 0 ,/y p  б) 0 ,/x p  для различных материалов 

 

     
                         а)                                                                                  б) 
 

Рисунок 3.2 – Графики зависимости напряжений 0/max p  по глубине  

тела зуба от поверхности контакта (a).  
График изменения напряжений 0/max p  на поверхности контакта 

в зависимости от произведения 1 2   (б) 
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                                 а)                                                       б)                                                          в) 
 

    
                                                               г)                                                         д) 

 

Рисунок 3.3 – Линии уровня максимальных касательных напряжений 0/max p  для изотропного 

материала, ортотропного для 1 2 1    (случай изотропии) и ФГМ при k = 0 (а);  

ортотропного 1 2( 0,32, 1,89)     (б); ортотропного 1 2( 0,7, 5)     (в); 

ФГМ при k = 0,5 (г); ФГМ при k = 0,99 (д) 
  

     
                                 а)                                                        б)                                                       в) 
 

Рисунок 3.4 – Линии уровня максимальных касательных напряжений 0/max p  

для ФГМ при k = 0 (а); k = 0,5 (б); k = 0,99 (в) 
 
 Заключение 
 В статье представлена методика расчета на-
пряженно-деформированного состояния зубьев 
зубчатых колес из современных композицион-
ных материалов на основе имеющейся теории о 
математических моделях ортотропных и функ-
ционально-градиентных материалов. Расчет 

напряжений в упругом теле зубьев зубчатых колес 
из композита показал совпадение с известными 
данными расчета для зубьев из изотропных ма-
териалов, в частном случае, при выбранных оп-
ределенных параметрах. По приведенным зави-
симостям и графическим иллюстрациям можно 
легко определить возникающие максимальные 
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напряжения при контакте жесткого цилиндриче-
ского тела с упругой полуплоскостью из выше-
указанных материалов, то есть для ортотропии и 
ФГМ. Анализ вычисленных напряжений 0/max p  

показал, что изменение закона распределения 
давления (2.9) на (2.1), действующего на поверх-
ности полуплоскости из ФГМ, незначительно 
влияет на окончательный результат, поэтому для 
оценки возникающих напряжений можно приме-
нять более простую зависимость (2.1). Результа-
ты работы могут найти применение в инженер-
ных расчетах элементов конструкций из совре-
менных материалов, а именно напряженного со-
стояния и деформативности зубьев зубчатых ко-
лес из композитов. 
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