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Введение 
Данная статья, посвящённая изучению еди-

ниц и их обобщений в полиадических группои-
дах специального вида, является продолжением 
статьи [1] и составляет с ней единое целое. В 
связи с этим нумерация разделов в настоящей 
статье продолжает нумерацию разделов в [1]. 
Сохраняется преемственность в отношении со-
глашений, определений и обозначений из [1], все 
они остаются в силе и в новой статье. 

 
4 Основные результаты 
Отсутствие n-полуединиц в < Ak, s, , k >. В 

следующей теореме указано условие, гаранти-
рующее отсутствие n-полуединиц в l-арном 
группоиде < Ak, s, , k >. 

Теорема 4.1. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk и некоторого i = 1, …, s подстановка  
i(n–1) не является тождественной. Тогда в l-ар-
ном группоиде < Ak, s, , k > нет n-полуединиц. 

Доказательство. Так как i(n–1) – нетожде-
ственная подстановка, то 

i(n–1)(j) = t ≠ j                       (4.1) 

для некоторого индекса j  {1, 2, , k}. 
Предположим, что e = (e1, e2, , ek) – n-

полуединица в < Ak, s, , k > и для любого a  A 
положим 

a = (a1 = e1, , aj–1 = ej–1,  
aj = a, aj+1 = ej+1, , ak = ek). 

Так как e – n-полуединица в < Ak, s, , k >, то 

e = s, , k(
l

e e ), 

откуда, применив к правой части записанного 
равенства равенство (1, 2), получим 

ej = (eje(j)  2 1 2( 1) 1( ) ( ) ( )
(n n nj j j

e e e     
   

(   ( 1)( 1) ( 1)( ) ( )
( )s n s nj j
e e   

  ))). (4.2) 

Так как e – n-полуединица в < Ak, s, , k >, то 

s, , k(   
1 1 1 1n n n n

i s i

   



e e e eae e e e     
 

) = a, 

откуда, введя обозначение 

s, , k(   
1 1 1 1n n n n

i s i

   



e e e eae e e e     
 

) = 

= (v1, , vk),                      (4.3) 
получим 

vj = aj = a.                           (4.4) 
Применив к левой части равенства (4.3) равенст-
во (1, 2), а также условие (4.1), получим 

vj = (eje(j)  2 ( )n j
e  1 2( 1) 1( ) ( )

( n nj j
e e   

  ( 

 ( 1)( 1) ( 1) 1( ) ( )
( i n i nj j
e e    
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то есть 
vj = (eje(j)  2 1 2( 1) 1( ) ( ) ( )

(n n nj j j
e e e     

 
 

(   ( 1)( 1) ( 1)( ) ( )
( )s n s nj j
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  ))), 

откуда и из (4.4) следует 
a = (eje(j)  2 1 2( 1) 1( ) ( ) ( )

(n n nj j j
e e e     

 
 

(   ( 1)( 1) ( 1)( ) ( )
( )s n s nj j
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Из полученного равенства и из (4.2) вытекает 
a = ej для любого а из A, что возможно не всегда, 
так как в A имеются элементы, отличные от ej.    

Следующая теорема получается из теорем 
4.1, если в ней положить i = 1. 

Теорема 4.2. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка n–1 не является тождест-
венной. Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
нет n-полуединиц. 

Замечание 4 .1 .  Теперь мы видим, что от-
сутствие 3-полуединиц в 7-арной группе 
< A3, 3, (123), 3 > из примера 2.2 является следст-
вием теоремы 4.2. 

Замечание 4 .2 .  В связи с теоремой 4.2 воз-
никает естественный вопрос; возможно ли в слу-
чае тождественности подстановки n–1 наличие 
в l-арном группоиде < Ak, s, , k > n-полуединиц 
при отсутствии единиц. Пример 2.1 даёт поло-
жительный ответ на этот вопрос. 

Замечание 4 .3 .  Так как из нетождествен-
ности подстановки i(n–1) для некоторого 
i = 1, …, s следует нетождественность подста-
новки n–1, то теорему 4.1 можно рассматривать 
как следствия теоремы 4.2, то есть обе эти тео-

ремы являются равносильными утверждениями. 
Так как из неравенства i(n–1) ≠ (i–1)(n–1) сле-

дует нетождественность подстановки n–1 (верно 
и обратное), то следующая теорема равносильна 
теоремам 4.1 и 4.2. 

Теорема 4.3. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk и некоторого i = 1, …, s подстановки  
(i–1)(n–1) и i(n–1) не совпадают. Тогда в l-арном 
группоиде < Ak, s, , k > нет n-полуединиц. 

Следующее следствие получается из теоре-
мы 4.1, если в ней положить i = s. 

Следствие 4.1. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка s(n–1) не является тожде-
ственной. Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
нет n-полуединиц. 

Согласно замечанию 4.1, следствие 4.1 
можно рассматривать как следствие теоремы 4.2. 

Если в каждой из теорем 4.1–4.3 и следст-
вии 4.1 положить s = 1, то получим одно и то же 

Следствие 4.2. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка n–1 не является тождест-
венной. Тогда в n-арном группоиде < Ak, 1, , k > 
нет n-полуединиц. 

Отсутствие единиц в < Ak, s, , k >. Так как 
единицы l-арного группоида являются и его n-
полуединицами, то из теорем 4.1–4.3 и следствия 
4.1 вытекают следующие четыре следствия. 

Следствие 4.3. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk и некоторого i = 1, …, s подстановка  
i(n–1) не является тождественной. Тогда в l-ар-
ном группоиде < Ak, s, , k > нет единиц. 

Следствие 4.4. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка n–1 не является тождест-
венной. Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
нет единиц. 

Следствие 4.5. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk и некоторого i = 1, …, s подстановки  
(i–1)(n–1) и i(n–1) не совпадают. Тогда в l-арном 
группоиде < Ak, s, , k > нет единиц. 

Следствие 4.6. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка s(n–1) не является тожде-
ственной. Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
нет единиц. 

Из теоремы 4.2 при n = 2 вытекает теорема 9 
из [2] об отсутствии единиц в l-арном группоиде 
< Ak, [ ]l, , k >. 

Отсутствие m-полуединиц в < Ak, s, , k >. 
Предложение 2.2 позволяет для каждой из тео-
рем 4.1–4.3 и следствия 4.1 сформулировать 
формально более общие результаты. 
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Теорема 4.4. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk и некоторого i = 1, …, s подстановка  
i(n–1) не является тождественной, m – 1 делит 
n – 1. Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > нет 
m-полуединиц, в частности единиц. 

Теорема 4.5. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка n–1 не является тождест-
венной, m – 1 делит n – 1. Тогда в l-арном груп-
поиде < Ak, s, , k > нет m-полуединиц, в частно-
сти единиц. 

Теорема 4.6. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk и некоторого i = 1, …, s подстановки  
(i–1)(n–1) и i(n–1) не совпадают, m – 1 делит n – 1. 
Тогда в l-арном группоиде < Ak, s, , k > нет  
m-полуединиц, в частности единиц. 

Следствие 4.7. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментный n-арный группоид, для подстановки 
  Sk подстановка s(n–1) не является тожде-
ственной, m – 1 делит n – 1. Тогда в l-арном 
группоиде < Ak, s, , k > нет m-полуединиц, в ча-
стности единиц. 

Случай n-арной полугруппы (n-арной 
группы). Утверждения 1) и 2) из раздела 1 по-
зволяют для каждой из теорем 4.1–4.6, а также 
следствий из них сформулировать их аналоги 
для полиадических полугрупп (полиадических 
групп). Ограничимся теоремами 4.1 и 4.2. 

Теорема 4.7. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная полугруппа (n-арная группа), 
для подстановки   Sk подстановка s(n–1) явля-
ется тождественной, а для  некоторого 
i = 1, …, s – 1 подстановка i(n–1) не является 
тождественной. Тогда в l-арной полугруппе  
(l-арной группе) < Ak, s, , k > нет n-полуединиц. 

Теорема 4.8. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная полугруппа (n-арная группа), 
для подстановки   Sk подстановка s(n–1) явля-
ется тождественной, а подстановка n–1 не 
является тождественной. Тогда в l-арной полу-
группе (l-арной группе) < Ak, s, , k > нет n-полу-
единиц. 

Отсутствие m-полуединиц в неассоциа-
тивных полиадических группоидах специаль-
ного вида. В [3, теорема 3.2] доказано, что если 
< A,  > – n-арная полугруппа, содержащая более 
одного элемента, и обладающая левой нейтраль-
ной последовательностью;  – подстановка из 
Sk, удовлетворяющая условию l  , то l-арная 
операция s, , k l-арного группоида < Ak, s, , k > 
не является полуассоциативной, а значит и ас-
социативной. Это утверждение и теорема 4.4 при 
i = s (следствие 4.7) позволяют сформулировать 
следующий результат. 

Теорема 4.9. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная полугруппа, обладающая левой 

нейтральной последовательностью; для под-
становки   Sk подстановка l–1 не является 
тождественной, m – 1 делит n – 1. Тогда l-ар-
ный группоид < Ak, s, , k > не является l-арной 
полугруппой и в нём нет m-полуединиц, в част-
ности единиц. 

Следствие 4.8.  Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левой единицей, 
для подстановки   Sk подстановка l–1 не яв-
ляется тождественной, m – 1 делит n – 1. Тогда 
l-арный группоид < Ak, s, , k > не является l-ар-
ной полугруппой и в нём нет m-полуединиц, в ча-
стности единиц. 

Так как полиадические группы обладают 
нейтральными последовательностями, то теоре-
ме 4.9 соответствует следующий результат. 

Теорема 4.10. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная группа, для подстановки   Sk 
подстановка l–1 не является тождественной, 
m – 1 делит n – 1. Тогда l-арный группоид 
< Ak, s, , k > не является l-арной полугруппой и в 
нём нет m-полуединиц, в частности единиц. 

Полагая в последних трёх утверждениях 
m = n, получим ещё три следствия. 

Следствие 4.9. Пусть < A,  > – неодноэле-
ментная n-арная полугруппа, обладающая левой 
нейтральной последовательностью; для под-
становки   Sk подстановка l–1 не является 
тождественной. Тогда l-арный группоид 
< Ak, s, , k > не является l-арной полугруппой и в 
нём нет n-полуединиц, в частности единиц. 

Следствие 4.10.  Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная полугруппа с левой единицей, 
для подстановки   Sk подстановка l–1 не яв-
ляется тождественной. Тогда l-арный группоид 
< Ak, s, , k > не является l-арной полугруппой и в 
нём нет n-полуединиц, в частности единиц. 

Следствие 4.11. Пусть < A,  > – неодно-
элементная n-арная группа, для подстановки 
  Sk подстановка l–1 не является тождест-
венной. Тогда l-арный группоид < Ak, s, , k > не 
является l-арной полугруппой и в нём нет n-полу-
единиц, в частности единиц. 

Критерий существования m-полуединиц 
в < Ak, s, , k >. Полученные результаты позволя-
ют сформулировать критерий существования  
m-полуединиц в полиадических группоидах спе-
циального вида. 

Теорема 4.11. Если неодноэлементный n-ар-
ный группоид < A,  > обладает m-полуеди-
ницами, то в l-арном группоиде < Ak, s, , k > нет 
m-полуединиц тогда и только тогда, когда под-
становка n–1 не является тождественной. 

Доказательство. Необходимость. Пусть в 
l-арном группоиде < Ak, s, , k > нет m-полу-
единиц, и предположим, что подстановка n–1 
является тождественной. Так как в < A,  > име-
ются m-полуединицы, то по теореме 3.2 l-арный 
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группоид < Ak, s, , k > также обладает m-полу-
единицами, что противоречит условию теоремы. 

Достаточность. Так как n-арный группоид 
< A,  > обладает m-полуединицами, то m – 1 
делит n – 1. Далее применяется теорема 4.2.        

Из теоремы 4.11 при n = 2 вытекает 
Следствие 4.12. Если неодноэлементный 

группоид < A,  > обладает единицами, то в 
(s + 1)-арном группоиде < Ak, s, , k > нет единиц 
тогда и только тогда, когда подстановка  не 
является тождественной. 
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