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Аннотация. Рассматривается компьютерная реализация методики расчета собственных колебаний трубопровода  
(сосуда) из композита, построенной на основе решения краевой  задачи для дифференциального уравнения 4-го порядка, 
описывающего поперечные колебания протяженного прямолинейного участка трубопровода с различными граничными 
условиями. Исследованы собственные поперечные колебания трубопровода из композита и функционально-
градиентного материала, содержащего равномерно движущуюся жидкость с постоянной скоростью. 
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Введение 
На современном уровне развития математи-

ческих моделей применительно к расчетам на-
пряженно-деформированного состояния элемен-
тов конструкций, таких как трубы, сосуды име-
ется обширная литература [1]–[4], но в тоже вре-
мя возникает необходимость создания новых 
компьютерных программ расчета этих сложных 
элементов конструкций из композиционных  ма-
териалов с учетом изменяющихся граничных и 
краевых условий, динамических нагружений и 
функционально-градиентных свойств материа-
лов (ФГМ). Несмотря на большие достижения в 
области расчета слоистых цилиндрических тел с 
учетом эффектов композитов, проблема решения 
смешанных задач с различными граничными 
условиями применительно моделированию рабо-
ты колебаний, например, трубопроводов, слои-
стых сосудов из композитов или функционально-
градиентных материалов и др. элементов машин 
достаточно полно не освещена.  

1 Постановка задачи и методика решения 
Известно, что математическая модель, опи-

сывающая поперечные колебания трубопровода 
(или сосуда как на макроуровне, так и на микро-
уровне) с равномерно движущейся жидкостью, 
сводится к решению краевой задачи для диффе-
ренциального уравнения 4-го порядка 
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с заданными граничными условиями. Входящие 
коэффициенты , 0,1,2, 4ia i   [2], [3] изменяются 

в зависимости от свойств материала и конструк-
ции трубы, и их удобно представить в виде таб-
лицы 1.1. 

Построим алгоритм решения поставленной 
задачи в таком универсальном виде, для которо-
го можно удобно проводить реализацию расчета. 
Решение ищем в виде ( , ) ( / ) ,i tw t Wu L e     где 

u – комплексная безразмерная амплитуда попе-
речного перемещения трубы; W – некоторое  
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характерное поперечное перемещение трубы;   – 
частота собственных колебаний трубы; t – пере-
менная по времени. 
 

Таблица 1.1 – Коэффициенты ia  в зависи-

мости от решаемой задачи 
 

Коэффи- 
циенты ia  

Однородный материал 
трубы (или композит) 

ФГМ 

4a  EI  2
eg egEI GA L

2a  2
2 0   2

f fm u  

1a  2 02   2 f fm u  

0a  1 2    f pm m  

 
Характеристическое уравнение (1.1) можно 

записать в безразмерных переменных в следую-
щем виде [2]: 

(4) (2) 2
4 2 1 0 0,a u a u ia u a u            (1.2) 

где для однородного материала [2]: 0/L V    – 

безразмерная собственная частота; /x L   – 

безразмерная координата; 1
0 1 2/ ( )V L E I     – 

характерная скорость распространения упругих 
колебаний в трубе; 0 0/V   – скоростной па-

раметр; 2 1 2/ ( )N m m m   – инерционный пара-

метр, например, для тонкостенной трубы 
1

1 2(1 2( / )( / )) ;N R R       3I R R    – момент 

инерции трубы; i – мнимая единица; 
для функционально-градиентных материа-

лов (ФГМ) [3]: / ( );eg cEI E I    
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2 2 2 ;m A   ( ) ;c c m mz V V      

( ) ;c c m mE z V E V E       2 / 2 ;
s

mV z h h    

1 ;c mV V   L, R, ,R  ,  E и   – длина, радиус, 

толщина стенки, плотность, модуль Юнга и ко-
эффициент Пуассона материала трубы соответ-
ственно; 1 1( )m  и 2 2( )m  – погонная плотность 

(масса) материала трубы и транспортируемой 
среды соответственно; 

 
– скоростной пара-

метр; 2A
 
– площадь поперечного сечения пото-

ка; s
 
– показатель, описывающий профиль объ-

емной доли (0 )s    для ФГМ; индексы m
 
и c 

указывают внутренний и внешний слои соответ-
ственно. 

Возможны различные способы закрепления 
концов трубы с граничными условиями, которые 
записаны в таблице 1.2 . Известно [2], что част-

ное решение уравнения (1.2) находится  по зави-
симости kxu Ce  и затем строится характеристи-
ческое уравнение для нахождения комплексных 
значений k. Тогда общее решение уравнения 
(1.2) будет иметь вид  

4
( )

1

( ) .jk x

j
j

u x C e


                     (1.3) 

Исходя из граничных условий для краевой 
задачи, получаем систему алгебраических урав-
нений для нахождений неизвестных коэффици-
ентов ,jC  строим алгоритм расчета определите-

ля матрицы для нахождения собственных частот 
при колебаниях. Находим нетривиальные реше-
ния, приравняв определитель соответствующей 
матрицы к нулю (таблица 1.2). 

Легко можно заметить, что выполняется 

следующее равенство: 
4

2
4 2

1

.i
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G k G


   

В связи с тем, что при решении данных за-
дач определитель G является комплексным, рас-
сматривается условие, когда выполняется  равен-
ство 0G G  , где чертой обозначена операция 
комплексного сопряжения. Для нахождения па-
раметров неизвестных значений комплексного 
волнового параметра , 1,2,3,4jk k j   диффе-

ренциального уравнения (1.2) характеристиче-
ское  уравнение представляется в виде: 

4 2 0,k pk iqk r               (1.4) 

где коэффициенты , ,p q r  зависят от рассматри-

ваемой задачи, и, применяя формулу Феррари, 
запишем резольвенту уравнения (1.4) [5]  

     
3 2 2( ) 4 2 0f p r pr q         

     
(1.5) 

Определив корни кубического уравнения 
(1.5) [6] 
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Таблица 1.2 – Виды закрепления концов трубы и граничные условия 

 

Условие закреп-
ления концов 

трубы 

Графическое 
представление 

Граничные  
условия 

Определитель 

iG  

1. Шарнирное  
опирание 

 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

 
  

 
G1 

2. Зажатый-
зажатый 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

 
  

 
G2 

3. Зажатый-
свободный (кон-
сольный) 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

 
   

 
G3 

4. Свободные 
концы 

(0) (0)

(1) (1) 0

u u

u u

  
   

 
G4 

 
Здесь  

31 2 4

31 2 4

2 2 2 2
1 2 3 4

1

2 2 2 2
1 2 3 4

1 1 1 1

,kk k k

kk k k

k k k k
G

e e e e

k e k e k e k e

  
31 2 4

31 2 4

1 2 3 4
2

1 2 3 4

1 1 1 1

,kk k k

kk k k

k k k k
G

e e e e

k e k e k e k e

  

31 2 4

31 2 4

1 2 3 4
3 2 2 2 2

1 2 3 4
3 3 3 3

1 2 3 4

1 1 1 1

,kk k k

kk k k

k k k k
G

k e k e k e k e

k e k e k e k e

  
31 2 4

31 2 4

2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3

1 2 3 4
4 2 2 2 2

1 2 3 4
3 3 3 3

1 2 3 4

.
kk k k

kk k k

k k k k

k k k k
G

k e k e k e k e

k e k e k e k e
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12(2 )

p pr q p pr q r
f

p pr q

pr q p p pr q r
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p pr q

     


 

    


 

 

и выбрав действительный корень k  [5], находим 

решение уравнения (1.4)  

1 1 1 2 1 1

3 1 1 4 1 1

( ) / 2; ( ) / 2;

( ) / 2; ( ) / 2;

k R D k R D

k R E k R E

   
       

где 

1

2
1 1 1

1
2

1

2
1 1 1

1
2

1

,

2 2 / , 0;

2 2 4 , 0;

2 2 / , 0;

2 2 4 , 0.

k

k

k

R p

R p iq R R
D

p r R

R p iq R R
E

p r R

   

     
     
     
     

 

Для решения поставленной задачи произво-
дим численный расчет до тех пор, пока будет 
выполнено условие (с необходимой точностью) 

0,G G   а также уточняем корни уравнений 
(1.4) и (1.5) по методу Ньютона. 

При 1N   уравнение (1.2) допускает фак-
торизацию, и тогда вековое уравнение можно 
записать в виде [2]: 

2 2

* *

2 2
*

( cos cos )

sin / 4 0, / 4;

(cos cos cos )

sin sin / 4 0, 0 / 4;

ch

sh

     

      
      

       
    

(1.6) 

где  
2 2

*/ 4, / 4, .i             

 
2 Примеры расчета 
Для тестирования методики использовались 

численные данные, приведенные в работе [2]: на 
рисунке 2.1 изображены графики зависимости 
первой собственной частоты ω от скоростного 
параметра α (график 1 – по предложенной мето-
дике, график 2 – из статьи [2]). 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Графики зависимостей ω от α 
 
 

На рисунках 2.2 и 2.3 показаны графики 
влияния длины (рисунок 2.2, а), толщины трубы 
(рисунок 2.2, б) и плотности жидкости внутри 
трубы при различных %-ных содержаниях воло-
кон в матрице материала трубы (рисунок 2.3, а) 
на первую собственную частоту ω и скоростной 
параметр α. На рисунке 2.3, б, показан график 
зависимости первой собственной частоты ω от 
%-го содержания волокон в матрице материала 
трубы при различных условиях закрепления 
концов трубы. Приняты следующие характери-
стики: L = 1 м; 0  = 10 м/с; R = 0,1 м; R  =0,01 м; 

2  = 1000 кг/м3; aE  = 200·109 H/м2; a  = 0,25; 

a  = 5000 кг/м3; mE  = 600·109 H/м2; m  = 0,23; 
m  = 8000 кг/м3. Модуль упругости E, коэффи-

циент Пуассона ν и плотность ρ материала трубы 
определялись по правилу смесей [1]: 

1

(1 ) ,

(1 ) ,

(1 ) ,

a m

a m

a m

E VE V E

V V

V V

  

     

     

 

нижние индексы a и m характеризуют волокно и 
матрицу материала трубы соответственно; V – 
объемное содержание волокна в матрице компо-
зиционного материала. 

Следует отметить, что разработанный алго-
ритм для нахождения собственных частот с раз-
личными граничными условиями закрепления 
можно применить для расчета микротрубок, ко-
гда транспортируется жидкость, и функциональ-
но-градиентный материал для стенки трубы по-
стоянно изменяется по толщине микротрубки по 
степенному закону распределения. Так, напри-
мер, в работе [3] предложен метод решения по-
добных задач и приводится пример расчета со 
следующими параметрами для микротрубки с 
ФГМ: отношение внутреннего диаметра к внеш-
нему диаметру 0/iD D  = 0,9, 0D  = 20 мкм, длина 

L = 17,6 мкм, плотность жидкости 2  = 1000 кг/м3, 

модули упругости сE  = 380 ГПа, mE  = 70 ГПа, 

коэффициенты Пуассона с m    = 0,23, плотности 

материала трубы с  = 3800 кг/м3, m  = 2700 кг/м3. 

Проведенные вычисления показали, что как мак-
роуровне, так и на микроуровне [3] критические 
скорости увеличиваются с увеличением показа-
теля объемной доли s, и собственная частота 
уменьшается с увеличением параметра масштаба 
длины. 

На рисунках 2.4. а, и 2.4, б, показаны гра-
фики зависимостей   и 

 
для трубы из функ-

ционально-градиентного материала при различ-
ных значениях коэффициента степени s и усло-
виях закрепления концов трубы (сосуда). На-
чальные данные соответствуют [3].  

Следует отметить, что способы закрепления 
концов трубопровода значительно влияют на 
значения собственных колебаний, что отражено 
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                                               а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.2 – Графики зависимостей ω и α от длины (а) и толщины трубы (б) 
 

    
                                               а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.3 – Графики зависимостей ω и α от плотности транспортируемой жидкости (а) 
и условий закрепления концов трубы (б) 

 

    
                                               а)                                                                                   б) 

Рисунок 2.4 – Графики зависимостей   от   для трубы из ФГМ при различных коэффициентах 
степени s (а), способах закрепления концов трубы (б) 

 

на рисунках 2.3, б, и 2.4, б: значения 1, 2, 3, 4 
соответствуют нумерации условий закрепления 
концов трубы в таблице 1.2. В тоже время можно 
заметить, что собственные частоты для крепле-
ния 2 (жесткое защемление) и 4 (свободные кон-
цы) совпадают, как это видно из рисунков 2.3, б, 
и 2.4, б, это свойство вытекает из теоремы 2 
работы [2] и связи определителей 2G  и 4 .G  При 

0   собственные колебания   принимают 
максимальные значения [2].  

 
Заключение 
Разработана методика реализации матема-

тической модели расчета собственных колебаний 
трубопровода (сосуда) из композитов, включая 
функционально-градиентные материалы. Ис-
пользуя современные достижения по решению 
подобных задач рассматриваемого типа как на 
макроуровне, так и на микроуровне [2], [3] по-
строен алгоритм, который обобщает разработан-
ные решения в виде определенного эффективного 

подхода математической реализации расчета. 
Особенность представленного алгоритма заклю-
чается в применении известной методики реше-
ния кубического уравнения и, при необходимо-
сти, уточнении корней по методу Ньютона. Как 
показали проведенные расчеты, собственные ча-
стоты исследуемых конструкций труб (сосудов) 
зависят от условий крепления их концов и физи-
ческих свойств материалов. Тестирование мето-
дики проводилось для первой собственной  
частоты. 
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