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Аннотация. Ненильпотентная конечная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называется 
группой Шмидта. Подгруппа A называется полунормальной в группе G, если существует подгруппа B такая, что G = AB 
и AB1 – собственная в G подгруппа для каждой собственной подгруппы B1 из B. Если A либо субнормальна в G, либо 
полунормальна в G, то подгруппа A называется полусубнормальной в группе G. Устанавливается нильпотентность 
коммутанта группы, у которой все подгруппы Шмидта полусубнормальны. 
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Введение 
В данной статье рассматриваются только 

конечные группы. Группой Шмидта называется 
ненильпотентная группа, все собственные под-
группы которой нильпотентны. Эти группы 
впервые были рассмотрены О.Ю. Шмидтом [1], 
который установил бипримарность таких групп, 
нормальность одной из силовских подгрупп и 
цикличность другой. Информация о строении и 
свойствах групп Шмидта, а также об их приложе-
ниях в теории конечных групп имеются в [2], [3]. 

Поскольку каждая ненильпотентная группа 
содержит группы Шмидта в качестве собствен-
ных подгрупп, то эти группы – универсальные 
подгруппы конечных групп. Следовательно, 
свойства содержащихся в группе подгрупп 
Шмидта существенно влияют на строение самой 
группы. Группы с фиксированными ограниче-
ниями на содержащиеся в них подгруппы Шмид-
та исследовались в ряде работ. Например, в [4]–
[6] изучались группы с субнормальными под-
группами Шмидта, а в [7] – группы, у которых 
все холловы подгруппы есть подгруппы Шмидта.  

Подгруппа A группы G называется полу-
нормальной, если существует подгруппа B из G 
такая, что G = AB и 1AB  – собственная подгруп-

па группы G для каждой собственной подгруппы 

1B  из B . Например, полунормальной является 

подгруппа простого индекса. Квазинормальная 
подгруппа (подгруппа, перестановочная с любы-
ми собственными подгруппами группы) также 
полунормальна. В простой специальной линей-
ной группе SL(2,4) подгруппа S, изоморфная зна-
копеременной группе 4A  – полунормальная под-

группа Шмидта, но S не квазинормальна и не 
субнормальна. 

Отдельные свойства полунормальных под-
групп получены в [8]–[10]. Признаки разреши-
мости группы с некоторыми полунормальными 
подгруппами Шмидта установлены в [11]. 

Введем следующее понятие, которое объе-
диняет субнормальность и полунормальность.  

Определение. Подгруппа A называется по-
лусубнормальной в группе G, если A либо суб-
нормальна в G, либо полунормальна в G. 

МАТЕМАТИКА
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В работе [4] нами было установлено, что ес-
ли все подгруппы Шмидта в группе субнормаль-
ны, то фактор-группа этой группы по подгруппе 
Фиттинга абелева. В.А. Ведерников в работе [5] 
доказал, что в этих условиях фактор-группа по 
подгруппе Фиттинга циклическая. В настоящей 
статье мы доказываем, что если в группе G все 
подгруппы Шмидта полусубнормальны, то фак-
тор-группа по подгруппе Фиттинга абелева.   

Приводится пример, доказывающий, что 
фактор-группа по подгруппе Фиттинга может 
быть нециклической. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Используемая терминология соответствует 

[12]–[13]. Запись M G  означает, что M – мак-
симальная подгруппа группы G. Напомним, что 

G gA A g G   ∣  – подгруппа, порожденная все-

ми сопряженными с A подгруппами группы G. 
Группа с нормальной силовской p-подгруппой 
называется p-замкнутой. Если   – некоторое 
множество простых чисел, то группа, порядок 
которой делится только на простые числа из ,  

называется  -группой. Как обычно, ( )G  и 

( )F G  – подгруппы Фраттини и Фиттинга группы 

G соответственно, а ( )pO X  и ( )pO X  – наиболь-

шие нормальные p- и p -подгруппы группы G 

соответственно. Условимся называть ,p qS  -

группой группу Шмидта с нормальной силов-
ской p-подгруп-пой и циклической силовской q-
под-группой. 

Формации всех абелевых и нильпотентных 
групп обозначаются через A  и N  соответствен-
но. Пусть F  – формация, G – группа. Пересече-
ние всех нормальных подгрупп группы G, фак-
тор-группы по которым принадлежат ,F  обозна-

чается через GF  и называется F -корадикалом 

группы G. Если X  и F  – наследственные фор-
мации, то произведение 

{ },G G  ∣ FXF E X  

является наследственной формацией. 
Вспомогательные результаты: 
Лемма 1.1 [12, 2.41; 2.43; 5.31]. Пусть H – 

субнормальная подгруппа группы G. 
 (1) Если ,U G  то U H  – субнормальная 
подгруппа в U. В частности, если ,H V G   то 
H – субнормальная подгруппа в V. 
 (2) Если N – нормальная подгруппа группы G, 
то /HN N  – субнормальная подгруппа в / .G N  
 (3) Если K – субнормальная подгруппа груп-
пы G, то H K  и H K    – субнормальные 
подгруппы в G. 

(4) ( ) ( ).GH H    

 (5) Если X  – класс Фиттинга и ,H X  то 

.GH X  

Лемма 1.2 [4, Лемма 2]. Если K и D – под-
группы группы G, подгруппа D нормальна в K и 

/K D  – ,p qS  -подгруппа, то минимальное до-

бавление L к подгруппе D в K обладает следую-
щими свойствами: 

(1) L – p-замкнутая {p, q}-подгруппа; 
(2) все собственные нормальные подгруппы 

в L нильпотентны; 
(3) L содержит ,p qS  -подгруппу [P]Q та-

кую, что Q не содержится в D и ([ ] ) .L LL P Q Q   

Лемма 1.3. [13, 24.2; 24.3] Если F  – насы-
щенная формация, G – разрешимая минимальная 
не F -группа, то справедливы следующие ут-
верждения: 

(1) GF  является p-группой для некоторого 
( );p G  

(2) / ( )G GF F  – главный фактор группы G; 

(3) ( ) ( ).G G F G F  

Лемма 1.4. Пусть G – разрешимая группа, у 
которой коммутант ненильпотентен, а комму-
тант каждой собственной подгруппы группы G 
нильпотентен. Тогда / ( )G F G  – минимальная 

неабелева группа. 
Доказательство. Класс NA  является на-

сыщенной наследственной формацией [13, c. 36] 
и совпадает с классом всех групп, обладающих 
нильпотентными коммутантами. Пусть G – раз-
решимая группа, у которой коммутант ненильпо-
тентен, а коммутант каждой собственной под-
группы группы G нильпотентен. Ясно, что G 
является минимальной не NA -группой. 

Пусть вначале ( ) 1.G   Согласно лемме 

1.3 (3) подгруппа ( ).G F GNA  Поскольку GNA  – 

p-группа для некоторого ( )p G  по лемме 

1.3 (1), то ( ) ( ).pF G O G  Так как ,GNA  то 

/ ( ) .G F G A  Пусть / ( )U F G  – собственная 

фактор-подгруппы / ( ).G F G  Теперь U   нильпо-

тентна и / ( )U F U  абелева. Так как G разреши-

мая группа, ( ) ( ) ,pO G F G U   то 

( ( )) ( ( )), ( ) 1,

( ) ( ) ( ) ( ).

G p

p p

C F G Z F G O U

O G F G F U O U

 

  
 

Пусть / ( ) ( / ( )).H F G F G F G  Так как 

/ ( ) ,G F G NA  то /G H  абелева, следовательно 

/ /UH H U U H  
абелева. Поскольку ( ) ( ),pF U O U  ,U NA  то 

/ ( )pU O U  абелева. Следовательно  

/ ( ) / ( )p pU U H O U U H O U     
абелева. Поскольку / ( )H F G  является p -под-

группой, то ( ) ( ) ( )p pH O U O G F G    и / ( )U F G  

абелева. Следовательно, все собственные в 
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/ ( )G F G  подгруппы абелевы и / ( )G F G  – ми-
нимальная неабелева группа. 

Пусть ( ) 1.G   Согласно лемме 1.3 (3) 

подгруппа ( ) ( ).F G G G NA  Поскольку NA  – 
насыщенная формация, то фактор-группа 

/ ( )G G NA  и / ( )G G  – минимальная не 

NA -группа. По условию группа G разрешима, 
поэтому ( / ( )) ( ) / ( )F G G F G G    по [12, 4.21] и 

/ ( ) ( / ( )) / ( ( ) / ( ))

( / ( )) / ( ( / ( )).

G F G G G F G G

G G F G G

  
  


 

Так как ( / ( )) 1,G G    то по доказанному 

( / ( )) / ( / ( ))G G F G G   – минимальная неабеле-

ва группа, значит, / ( )G F G  – минимальная не-
абелева группа.                                                        

Пример 1.1. В простой группе SL(2,4) все 
собственные подгруппы метабелевы. Поэтому 
условие разрешимости группы в лемме 1.4 не 
является лишним. 

Лемма 1.5. (1) Если H – полусубнормальная 
подгруппа группы G и ,H X G   то H – полу-
субнормальная подгруппа подгруппы X. 

(2) Если H – полусубнормальная подгруппа 
группы G и N – нормальная подгруппа группы G, 
то HN полусубнормальна в G и /HN N  полусуб-
нормальна в / .G N  

(3) Если H – полусубнормальная подгруппа 
группы G, а Y – некоторое непустое множество 
элементов из G, то подгруппа Y yH H y Y   ∣  
полусубнормальна в G. В частности, подгруппа 

gH  полусубнормальна в G для любого .g G  
Доказательство. Предположим, что H суб-

нормальна в G. Тогда из леммы 1.1 следует спра-
ведливость утверждений (1)–(3). Если H полу-
нормальна, то утверждения (1)–(3) доказаны в 
[11, леммы 2, 5].                                                       

Лемма 1.6. Предположим, что в группе G 
все ,p qS  -подгруппы полусубнормальны. Тогда: 

(1) в подгруппе H группы G все ,p qS  -под-

группы полусубнормальны; 
(2) если N – нормальная подгруппа группы 

G, то в фактор-группе /G N  все ,p qS  -под-

группы полусубнормальны. 
Доказательство. 1. Первое утверждение 

следует из леммы 1.5 (1). 
2. Пусть N – нормальная подгруппа группы 

G. Предположим что /S N  – ,p qS  -подгруппа 

группы /G N  и L – минимальная подгруппа из S, 
обладающая свойством S = LN. По лемме 1.2 в L 
содержится ,p qS  -подгруппа A такая, что 

.LL A  По условию леммы A полусубнормальна 
в G, а по лемме 1.5 (3) подгруппа L полусубнор-
мальна в G. Теперь по лемме 1.5 (2) подгруппа 

/ /LN N S N  полусубнормальна в фактор-
группе G / N.                                                            

Лемма 1.7. Пусть в группе все {2, 3}-под-
группы Шмидта и все 5-замкнутые {2, 5}-под-
группы Шмидта полусубнормальны. Тогда груп-
па разрешима. 

Доказательство. Доказательство проведем 
индукцией по порядку группы G. Если N – нор-
мальная подгруппа группы G, тогда по лемме 1.6 
в N и в фактор-группе /G N  все {2, 3}-подгруп-
пы Шмидта и все 5-замкнутые {2, 5}-подгруппы 
Шмидта полусубнормальны. Если N – собствен-
ная неединичная подгруппа группы G, то по ин-
дукции и подгруппа N, и фактор-группа /G N  
разрешимы. Следовательно, группа G также раз-
решима. Поэтому будем считать, что группа G 
простая. В частности, группа G не содержит суб-
нормальных подгрупп Шмидта. Значит в группе 
G все {2, 3}-подгруппы Шмидта и все 5-зам-
кнутые {2, 5}-подгруппы Шмидта полунормаль-
ны. Следовательно группа G, в соответствии со 
следствием из статьи [11], разрешима. 

По условию леммы полусубнормальными 
должны быть три типа подгрупп Шмидта:  

2,3S  -подгруппы, 3,2S  -подгруппы и 5,2S  -под-

группы. Мы приводим примеры простых групп, 
которые показывают, что полусубнормальность 
каждого их этих типов подгрупп в условии лем-
мы 1.7 необходима.  

Пример 1.2. В 3(2,3 )PSL  нет 5,2S  -под-

групп и 3,2S  -подгрупп [14], поэтому условие 

полусубнормальности 2,3S  -подгрупп не явля-

ется лишним. 
Пример 1.3. В SL(2, 8) нет 5,2S  -подгрупп и 

2,3S  -подгрупп [14], поэтому группы с полусуб-

нормальными 5,2S  -подгруппами и 2,3S  -под-

группами могут быть неразрешимыми, а условие 
полусубнормальности 3,2S  -подгрупп не являет-

ся лишним. 
Пример 1.4. Группа Sz(8) не содержит 

{2, 3}-подгрупп [14]. Значит группы с полусуб-
нормальными {2, 3}-подгруппами Шмидта могут 
быть неразрешимыми. И условие полусубнор-
мальности 5-замкнутых 5,2S  -подгрупп является 

значимым. 
 

2 Основной результат 
Теорема 2.1. Если в группе G все подгруппы 

Шмидта полусубнормальны, то коммутант G  
нильпотентен. 

Доказательство. Группа G разрешима по 
лемме 1.7. Нильпотентность коммутанта G  рав-
носильна тому, что .GNA  Воспользуемся ин-
дукцией по порядку группы и докажем, что 

.GNA  Согласно лемме 1.6 в каждой собствен-
ной подгруппе группы G все подгруппы Шмидта 
полусубнормальны. По индукции все собственные 
подгруппы группы G имеют нильпотентный 
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коммутант. Поэтому G – разрешимая минималь-
ная не NA -группа. По лемме 1.4 фактор-группа 
G / F(G) будет минимальной неабелевой группой.  

По лемме 1.6 в каждой фактор-группе груп-
пы G все подгруппы Шмидта полусубнормальны. 
По индукции /G N NA  для всех неединичных 
нормальных подгрупп группы G. Поскольку 
класс NA  – насыщенная наследственная форма-
ция [13, c. 36], то согласно [15, лемма 8] группа 
G примитивна: 

[ ] , ,

( ) ( ) ( ), ( )p G

G N M M G

N F G O G C N p G


   


 

и / ( )G F G M  – неабелева группа, все собст-
венные подгруппы которой абелевы. Если M не-
примарна, тогда M является группой Шмидта, и 
по условию теоремы, M либо субнормальна, ли-
бо полунормальная подгруппа группы G. Если M 
субнормальная подгруппа группы G, то M нор-
мальна в G и ( ) ,GM C N N   получили проти-
воречие. Если M полунормальная подгруппа 
группы G, то | : | | |G M N p   – простое число по 
[11, лемма 7]. Следовательно G сверхразрешима, 
а значит, .GNA  

Пусть M – примарная q-группа. Тогда N – 
силовская p-подгруппа группы G и G – p-
замкнутая {p, q}-группа. Если в группе G все 
подгруппы Шмидта субнормальны, то фактор-
группа  / ( )G F G  абелева по [4], а значит, 

,GNA  противоречие. Поэтому в G существует 
несубнормальная подгруппа Шмидта S = [P]Q. 
По условию она полунормальна в G. Если P = N, 
то S субнормальна в G, противоречие. Значит, p – 
собственная подгруппа группы N. Из определе-
ния полунормальности следует, что G = SB и S 
перестановочна со всеми собственными под-
группами группы B. Поскольку G = SB, то 

,q qG QB  где qG  и qB  – некоторые силовские 

q-подгруппы из групп G и B соответственно. Из 
полунормальности подгруппы S следует, что 

.q qSB B S  Так как группа G p-замкнута, то p 

нормальна в .qSB  Так как подгруппа N абелева и 

,P N  то p нормальна в N. Теперь p нормальна в 
G, противоречие с тем, что 1 ,P N   и N – ми-
нимальная нормальная в G подгруппа.                 

Пример 2.1. Пусть nD  – диэдральная груп-
па порядка n и  

6 10 ([ ] ) ([ ] ),

| | 3, | | 5, | | | | 2.

G D D x a y b

x y a b

           

   
 

Ясно, что ( )F G x y       и / ( )G F G a b       – 
нециклическая группа. В группе G все подгруп-
пы Шмидта полунормальны и есть несубнормаль-
ные подгруппы Шмидта [ ] ,x ab     [ ] .y ab     По-

этому в теореме 2.1 фактор-группа / ( )G F G  мо-
жет быть нециклической. 
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