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Аннотация. В предгильбертовых функциональных пространствах, порождённых мерами 1,... ,, k   описан процесс  

полиортогонализации произвольной линейно независимой системы функций 0 1{ ( ), ( ),..., ( )},mx x x    который позволя-

ет для произвольного мультииндекса n ввести понятие n-ой полиортогональной функции. Найдены необходимые и 
достаточные условия, при которых эта полиортогональная функция определяется однозначно, и описан её явный вид. 
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Введение 
Точно также, как появление ортогональных 

многочленов связано с исследованиями в теории 
аппроксимаций Паде марковских функций, по-
лиортогональные многочлены естественным об-
разом возникают в теории аппроксимаций Эрми-
та – Паде марковских функций (см., например, 
[1]). Для полиортогональных многочленов усло-
вия ортогональности задаются с помощью не-
скольких мер 1,..., ,k   и при этом степень уча-

стия каждой меры определяется индивидуально 
весовым коэффициентом. Особое внимание вы-
зывают те меры, для которых известные утвер-
ждения общей теории ортогональных многочле-
нов справедливы и для полиортогональных мно-
гочленов. В этом направлении исследований по-
лучен ряд интересных и глубоких результатов 
[2]–[6]. В частности, для многих совершенных 
систем функций полиортогональные многочлены 
хорошо изучены [1] и нашли приложения в раз-
личных областях алгебры, анализа, теории функ-
ций, современной физики [7]–[14]. 

В данной работе дано обобщение понятия 
полиортогонального многочлена первого типа: 
вместо полиортогонализации первого типа ли-
нейно независимой системы функций 2{1, , ,...}x x  

[15] рассматривается полиортогонализация про-
извольной линейно независимой системы функ-
ций 0 1 2{ ( ), ( ), ( ),...}x x x      в предгильберто-

вых пространствах, порожденных мерами 

1,..., .k   Основная теорема является обобщени-

ем теоремы Грама – Шмидта об ортогонализации 
[16], [17, гл. 4, § 1]. В ней описывается процесс 
полиортогонализации системы функций   и 

устанавливается явный вид полиортогональных 
функций первого типа, полученных в результате 
указанной полиортогонализации. Классическая 
формула Грама – Шмидта для представления 
ортогонального многочлена [17, гл. 4, § 1] и 
формулы для представления полиортогональных 
многочленов первого типа, полученные в [15], 
вытекают из доказанной основной теоремы в 
качестве частных случаев. 

МАТЕМАТИКА
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1 Полиортогонализация первого типа 
Пусть 1,..., k   – положительные борелев-

ские меры на вещественной прямой, носителями 
которых являются отрезки 1,..., k   действи-

тельной прямой. Рассмотрим систему функций 

0 1 2{ ( ), ( ), ( ),...},x x x      
удовлетворяющую следующим естественным 
условиям. Считаем, что при всех 1,...,j k  каж-

дая функция измерима на j  относительно меры 

.j  Предполагаем также, что система   линей-

но независима на каждом из отрезков j  и 
2| ( ) | ( ) , 1,..., ; 0,1,....

j
p jx d x j k p


      (1.1) 

При выполнении условий (1.1) будем писать, что 
2 ,L  1{ ,..., }.k     Обозначим через 

( , ) ( ) ( ) ( )
j

j
jf g h x g x d x


   

скалярное произведение функций ( )h x  и ( )g x  в 

предгильбертовом пространстве, порожденном 
мерой .j  

Множество мультииндексов 1( ,..., ),kn n n  

т. е. упорядоченных наборов k целых неотрица-
тельных чисел, обозначим через .k

  Порядком 

мультииндекса 1( ,..., )kn n n  назовём сумму 

1| |: ... .kn n n    

Определение 1.1. Пусть 1( ,..., ) k
kn n n    – 

ненулевой мультииндекс, а 2 .L  Функции 

0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ),

1,..., ,
j j

j j j
j n nx x x x

j k

         


 

все одновременно тождественно не равные ну-
лю, будем называть n-ми полиортогональными 
функциями первого типа для набора мер ,  по-

рожденными системой ,  если 

1

( ) ( ) ( ) 0,

0,1,...,| | 2.

j

k

j j
j

x x d x

n




   

  

         (1.2) 

В определении предполагается, что при 
0,jn   ( ) 0j x   и | | 1.n   Если | | 1,n   то у ин-

декса n только одна компонента 
0

1,jn   осталь-

ные равны нулю. Тогда набор n-ых полиортого-
нальных функций первого типа  

 1( ),..., kx     
состоит из 

0 0
( ) ( )j jx x    и ( ) 0j x   при 0.j j  

Если в этом определении положить 1,k   
либо, что тоже самое, взять мультииндекс 

1( ,0,...,0),n n  то, отождествляя меру 1  с ,  а 

компоненту 1n  с 1 ,n   придём к классическо-

му определению. В этом случае полиортогональ-
ная функция первого типа  

1 1
1 0 0 1 1( ) ( ) ... ( )n nx x x         

является ( 1)n  -ой ортогональной функцией и 

для неё справедлива формула Грама – Шмидта 
[17, гл. 3, § 1], [18] 

1

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 2 1 2 1 2

0 1 1

( )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

.

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

n

n

n n n n

n

x

x x x





   



 

      
      

    
      
   

(1.3) 

Из (1.3) следует, что коэффициент 1
1n  в пред-

ставлении Грама – Шмидта функции 1( )x  ра-

вен определителю Грама 

0 0 1 0 2 0

0 1 1 1 2 1
1

0 2 1 2 2 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

n
n

n n n n

G






   

      
      


   

      

 

для системы функций 0 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}.nx x x    

Отметим [17, гл. 3, § 1], что определитель Грама 

1nG   системы 0 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}nx x x    отличен 

от нуля только в том случае, когда эта система 
линейно независима на отрезке .  

Если 2{1, , ,...},x x   то для каждой меры 

j  можно определить функцию Маркова 

( )
( ) , \ , 1,..., .

j

j
j j

d x
f z z j k

z x


   

    (1.4) 

Её ряд Лорана в окрестности точки z    
имеет вид 

1
0

( ) ,
j
p

j i
p

s
f z

z






   

где 

( , ) ( )( 0,1,...)
j

j j p
p js x x x d x p 



     

– последовательность степенных моментов меры 
,j  а 1, ,   .p    В таком случае n-ые 

полиортогональные функции 1( ),..., ( )kx x   

первого типа являются n-ми полиортогональны-
ми многочленами первого типа 1( ),..., ( ),kA x A x  а 

соотношения ортогональности (1.2) можно запи-
сать в стандартном виде [1]: 

1

( ) ( ) 0, 0,1,...,| | 2.
j

k

j j
j

A x x d x n




      

Полиортогональные функции первого типа 
условиями (1.2) определяется  с точностью до 
числового множителя: если  1( ),..., kx     – 

набор n-ых полиортогональный функций первого 
типа для ,  то при 0   набор 

 1: ( ),..., kx     
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также состоит из n-ых полиортогональных функ-
ций первого типа для .  На самом деле неедин-

ственность может носить и более существенный 
характер. Приведём пример, подтверждающий это. 

Пример 1.1. Пусть 2{1, , ,...},x x   2,k   

(2,2),n   1( ) ,d x dx   2 ( ) ,d x dx    где dx – 

мера Лебега, носитель которой [0,1].   Тогда 

1 2( ) , ( ) ,x a bx x a bx        

где a и b – произвольные действительные числа 
не равные нулю одновременно. 

Определение 1.2. Будем говорить, что n-ые 
полиортогональные функции 1( ),..., ( )kx x   пер-

вого типа однозначно определяются условиями 
(1.2), если для любых двух наборов таких функций 

 1( ),..., ( ) ,kx x       

 1( ),..., ( )kx x       

найдётся ,  что      на всех отрезках 

.j  

Актуальным является вопрос о том, каковы 
необходимые и достаточные условия на индекс 

kn   и системы  

0 1{ ( ), ( ),...},x x     

1{ ,..., },k     
при которых n-ые полиортогональные функции 
определяются условиями (1.2) однозначно. В 
случае 1k   однозначность вытекает из линей-
ной независимости системы   [17, гл. 3, § 1]. 

Пример 1.1 показывает, что уже при 2k   это не 
так. Далее будет установлено, что при сделанных 
предположениях n-ые полиортогональные функ-
ции первого типа всегда существуют, а одно-
значность их существования равносильна усло-
вию максимальности ранга матрицы, которую 
можно назвать кратным аналогом известной 
матрицы Грама [17, гл. 3, § 1]. 
 

2 Теорема о полиортогонализации 
Далее считаем, что порядок мультииндекса 

| | 2.n   Рассмотрим ненулевой индекс .kn   

Для каждого 0jn   определим матрицу порядка 

(| | 1) jn n   

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 | | 2 1 | | 2 1 | | 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
,

( , ) ( , ) ( , )

j

j

j

j j j
n

j j j
nj

j j j
n n n n

G





   

       
 

       
  

    
        

 

а после этого определим матрицу порядка 
(| | 1) | |n n   

1 2 .k
nG G G G     

В том случае, если 0,jn   матрица nG  не 

содержит  блок-матрицу  .jG   Определим  также 

функциональные матрицы порядка 1 | |n  

 0 1 1( ) 00 0 ( ) ( ) ( ) 00 0
jj nU x x x x        

и матрицу 

1( ) ( ) ( )kU x U x U x    

 
10 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) .

kn nx x x x        

Если в матрице nG  добавить ещё одну строку, 

состоящую из элементов матрицы ( ),jU z  то по-

лучим квадратную матрицу. Определитель полу-
ченной квадратной матрицы представим в виде 

( )
n

j

G
det

U x

 
 

 
 

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 | | 2 1 | | 2 1 | | 2

0 1 1

. ... . ... . ... .

. ... . ... . ... .

.. ... . ... ... ..

( , ) ( , ) (

. ... . ... .

. ... . ... . ... .

0...0 ... 0

, )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

..( ) ( ) ( ) .0

j

j

j

j

j j j
n

j j j
n

j j j
n n n n

nx x x





   



     

     

   



 

  

 

Определение 2.1. Ненулевой индекс kn   

будем называть слабо нормальным для ,  если 

ранг матрицы nG  равен | | 1,n   т. е. является 

максимальным. 
Так, в примере 1.1 индекс (2,2)n   не явля-

ется слабо нормальным для рассматриваемых в 
этом примере мер 1 2, ,   поскольку rang 2.nG   

Определение 2.2. Набор (систему) мер 

1{ ,..., }k     будем называть слабо совершен-

ной, если любой ненулевой индекс kn   являет-

ся слабо нормальным для .  

Основным результатом работы является 
следующая теорема. 

Теорема 2.1. Для ненулевого индекса kn   

и системы мер 1{ ,..., }k     n-ые полиортого-

нальные функции 1( ),..., ( )kx x   определяются 

условиями (1.2) однозначно тогда и только то-
гда, когда индекс n является слабо нормальным 
для ,  т. е. rang | | 1.nG n   

В том случае, если rang | | 1,nG n   при со-

ответствующем выборе нормирующего мно-
жителя справедливы представления 

( ) , 1,2,..., .
( )
n

j
j

G
x det j k

U x

 
   

 
       (2.1) 

Доказательство. Пусть 0jn   и функции 

0 0 1 1( ) ( ) ... ( )
j j

j j
j n nx b x b x        

удовлетворяют условиям (1.2). По условию сис-
тема 0 1{ ( ), ( ),..., ( ),...}nx x x      линейно неза-

висима на каждом из отрезков .j  Поэтому рав-

носильная условиям (1.2) система линейных 
уравнений для нахождения неизвестных  
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коэффициентов 0 1,...,
j

j j
nb b   функций ( )j x  в 

матричной форме может быть записана в виде: 
,T T

nG b                         (2.2) 

где 
1

1 1 1
0 1 1 0 1 1( .... )

k

k k k
n nb b b b b b b     – матрица-стро-

ка порядка 1 | |,n  а   – нулевая матрица-строка 

порядка 1 | |n  (при 0jn   матрица b не содер-

жит неизвестных 0 1,..., ).
j

j j
nb b   В силу того, что 

система (2.2) является однородной и в ней число 
неизвестных на единицу больше числа уравне-
ний, из теоремы Кронекера – Капелли следует, 
что эта система имеет ненулевое решение, а 
множество всех её линейно независимых реше-
ний состоит только из одного фундаментального 
решения только тогда, когда rang | | 1.nG n   Все 

другие ненулевые решения получаются в резуль-
тате умножения этого фундаментального реше-
ния на число 0.   Поэтому первое утвержде-
ние теоремы 2.1 доказано. 
 Предположим теперь, что | | 1.nrangG n   

Необходимо доказать, что функции ( ),j x  опре-

делённые равенствами (2.1), являются искомы-
ми. Разлагая определитель в (2.1) по элементам 
последней строки, получим, что функция ( )j x  

представляется в виде 

0 0 1 1( ) ( ) ... ( ),
j j

j j
j n nx x x         

и поскольку rang | | 1,nG n   то, по крайней ме-

ре, одна из этих функций тождественно не равна 
нулю. Остаётся проверить, что функции 

1( ),..., ( ),kx x   определённые равенствами (2.1), 

удовлетворяют условиям (1.2). Считая, что 
0,jn   при каждом j применим оператор интег-

рирования : ( ) ( )
j

j jJ f f x d x


   к последней 

строке определителя (2.1), предварительно ум-
ножив эту строку на функцию ( ).x  Тогда 

1

( ) ( ) ( )
j

k

j j
j

x x d x


     

1

1

1

1

1 1
0 0 1 0 0 0 1 0

1 1
0 1 1 1 0 1 1 1

1 1
0 | | 2 1 | | 2 0 | | 2 1 | | 2

1
0 1

... ... ...

... ... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ... ...

...

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

k

k

k

k k
n n

k k
n n

k k
n n n n n n

n

 

 

     

  

       

       

       

   



1
0 1

.

... ..( , ) , ). (
k

k k
n     

 

Определитель в правой части последнего 
равенства при 0,1,...,| | 2n    имеет две одина-

ковые строки, поэтому он равен нулю. Следова-
тельно условия (1.2) выполняются.                       
 

3 Замечания и следствия 
Компонента jn  мультииндекса 1( , , )kn n n   

может быть равной нулю. В этом случае, согласно 

определению 1.1, соответствующая компонента 
( )j x  вектор-функции   тождественно равна 

нулю. Из условий ортогональности (1.2) следует, 
что в этом случае мера ( )j x  фактически не уча-

ствует в определении n-ых полиортогональных 
функций. Поэтому, если, например, 

1( ,0, ,0) ,kn n     то, считая, что мера 1  то-

ждественно совпадает с мерой ,  а компонента 

1n  совпадает с индексом 1 ,n   олучим, что 

полиортогональная функция 1( )x  является 

( 1)n  -ой ортогональной функцией и представ-

ление (2.1) в точности совпадает с формулой 
Грама – Шмидта (1.3). 

Известно [1, стр. 158], что если носители 
мер j  не перекрываются (их общими точками 

могут быть только концы отрезков ),j  а 

1( ),..., ( )kA x A x  – полиортогональные многочлены 

первого типа, отвечающие мультииндексу 

1( ,..., ) ,k
kn n n    то многочлен ( )jA x  имеет 

внутри отрезка j  ровно 1jn   простых нулей. 

В этом случае система марковских функций (1.4) 
является совершенной. Это значит [1], что при 
любом ненулевом индексе 1( ,..., ) k

kn n n    для 

всех 1,...,j k  справедливы равенства deg 1.j jA n   

Здесь предполагается, что deg 1,jA    тогда и 

только тогда, когда ( ) 0.jA x   Следующий при-

мер показывает, что если носители мер перекры-
ваются, то система (1.4), состоящая из марков-
ских функций 1{ ( ),..., ( )},kf x f xf  уже может 

быть несовершенной. 
Пример 3.1. Пусть 2{1, , ,...},x x   2,k   

(1,3),n    

1 1

2 2

( ) , [0,1];

( ) , [ 1,1],

d x dx

d x dx

   
    

 

где dx – мера Лебега. Тогда для 1 2{ , }     при 

определённом выборе нормирующего множителя 

1 2( ) 6 4, ( ) 4.A x x A x     

Поскольку 2deg 1,A   то соответствующая сис-

тема 1 1{ ( ), ( )}f x f xf  марковских функций не 

является совершенной. 
Сделаем ещё одно замечание. В [15] уста-

новлено, что система марковских функций 

1{ ( ),..., ( )}kf x f xf  является совершенной тогда 

и только тогда, когда для любого ненулевого 
индекса kn   выполняется условие: 

1

0,j

k
n

n
n j

H


     где jn

nH  – определитель матри-

цы, полученной из матрицы nG  выбрасыванием 

в ней столбца 
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1 0 1 1 1 | | 2(( , ) ( , ) ,...( , ) ) .
j j j

j j j T
n n n n          

Нетрудно заметить, что если для мультииндекса 
kn   произведение 0,

n

  то rang | | 1.nG n   

Поэтому любая совершенная система f  марков-
ских функций (1.4) является слабо совершенной. 
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