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Аннотация. Рассмотрен осесимметричный изгиб упругой трехслойной круговой пластины, связанной с основанием 
Пастернака. Учтено воздействие температурного поля. Для описания кинематики несимметричного по толщине пакета 
пластины принята гипотеза ломанной нормали. Постановка задачи и ее решение проводится в цилиндрической системе 
координат. Система уравнений равновесия получена с помощью вариационного метода Лагранжа. Ее общее аналити-
ческое решение выписано в перемещениях. Выполнен численный параметрический анализ напряженно-
деформированного состояния трехслойной металлополимерной пластины при равномерно распределенной нагрузке. 
Показано существенное влияние температуры на напряжения в слоях. 
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Введение  
В настоящее время в машиностроении, при-

боростроении и строительстве широко применя-
ются композитные элементы конструкций. Слои-
стые композиты, в том числе трехслойные, обла-
дают высокой изгибной жёсткостью и прочно-
стью при относительно небольшой массе по 
сравнению с традиционными листовыми мате-
риалами. Трехслойные конструкции обычно вы-
полняют из внешних прочных слоев малой тол-
щины, связанных между собой внутренним, ме-
нее прочным и относительно толстым заполни-
телем. За счет легкого внутреннего слоя обеспе-
чивается совместная работа и устойчивость всей 
слоистой системы. Для заполнителя используют 
различные пенопласты, сотовые структуры из 
металлической фольги или полимерной бумаги, 
гофровые или ячеистые формы и др. Для несу-
щих слоёв применяют металлические сплавы,  

а также композиционные и комбинированные 
материалы.  

Несмотря на то, что основы теории много-
слойных конструкций начали разрабатываться 
еще с середины прошлого столетия, эта область 
и сейчас актуальна и продолжает развиваться. 
Задачи статики и динамики слоистых элементов 
конструкций при комплексных силовых, тепло-
вых и радиационных воздействиях с учетом рео-
номных и пластических свойств материалов сло-
ев рассмотрены в работах [1]–[8].  

В статье [9] предложен подход к решению 
задачи деформирования слоистых элементов кон-
струкций из неупругих материалов при сложных 
видах нагружения. Выполнено сравнение резуль-
татов решения стандартным и предложенным 
способом задачи о циклическом растяжении 
трехслойных пластин с линейно упругими внеш-
ними слоями и вязкоупругим заполнителем. 

ФИЗИКА



А.Г. Козел 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (51), 2022 32 

Изгиб круговых трехслойных пластин со 
сжимаемым заполнителем под действием осе-
симметричных нагрузок произвольного вида ис-
следовалось в работах [10], [11]. Влияние сжи-
маемости заполнителя на изгиб прямоугольных 
пластин, в том числе с учетом температуры, изу-
чено в статьях [12], [13]. В обоих случаях анали-
тические решения получены в конечном виде. 
Численный анализ напряженно-деформирован-
ного состояния исследуемых пластин выполнен в 
зависимости от геометрических и упругих пара-
метров слоев, величины и вида нагрузок. 

В работах [14], [15] рассмотрено деформи-
рование круговой трехслойной пластины в своей 
плоскости под действием осесимметричных и 
неосесимметричных термосиловых нагрузок.  

Изгиб сэндвич-панелей под действием тер-
момеханических нагрузок исследован в статьях 
[16], [17]. Внешние слои пластины имеют двух-
компонентное (металлокерамическое) распреде-
ление материала по толщине, внутренний слой 
однороден и изготовлен из изотропного керами-
ческого материала. Предполагается, что модуль 
упругости, коэффициент Пуассона и коэффици-
ент теплового расширения материала слоя изме-
няются по степенному закону. Получены точные 
аналитические решения. Численно исследовано 
влияние термомеханических нагрузок и других 
параметров на безразмерные прогибы, осевые и 
поперечные касательные напряжения. 

В статье [18] выполнена постановка и при-
ведена методика решения задачи об осесиммет-
ричном деформировании несимметричной по 
толщине упругой трехслойной пологой оболоч-
ки, находящейся под действием равномерно рас-
пределенной и параболической нагрузок. Учтена 
работа заполнителя в тангенциальном направле-
нии, влияние температурного поля на НДС обо-
лочки.  

Большое количество работ в данной области 
посвящено исследованию деформирования трех-
слойных пластин, стержней и оболочек, связан-
ных с упругим основанием. В большей части 
работ при описании реакции основания исполь-
зуется однопараметрическая модель Винклера. 
Деформирование композитной пластины на уп-
ругом основании под действием локальных на-
грузок исследовано в статье [19]. В работе [20] 
рассмотрен термоупругий изгиб упругопласти-
ческой круговой трехслойной пластины с легким 
заполнителем, связанной с упругим основанием. 
Уравнения равновесия получены с помощью ва-
риационного метода Лагранжа, учтена работа 
заполнителя в тангенциальном направлении. 
Аналитические решения задачи теории малых 
упругопластических деформаций получены ме-
тодом упругих решений Ильюшина. Проведен 
численный параметрический анализ.  

В статье [21] исследован термомеханический 
изгиб упругопластической круглой (сплошной или 

кольцевой) многослойной пластины с легким 
заполнителем, опирающейся на упругое основа-
ние. Гипотезы ломаной нормали используются 
для описания кинематики несимметричного по 
толщине пакета пластин. Получена система 
уравнений равновесия и ее точное решение отно-
сительно перемещений. Численные результаты 
получены для многослойной кольцевой металло-
полимерной пластины. 

Анализ ряда экспериментов с плитами, свя-
занными с упругим основанием, показал, что 
применение двухпараметрической модели осно-
вания Пастернака лучше описывает взаимодей-
ствие конструкции и основания, чем однопара-
метрическая модель Винклера [22], [23].  

Геометрически нелинейное деформирова-
ние произвольной кольцевой пластины с двумя 
функционально-градиентными пьезоэлектриче-
скими слоями, покоящейся на основании Пас-
тернака, исследовано в работе [24]. Принимает-
ся, что все механические и электрические свой-
ства, кроме коэффициента Пуассона, могут не-
прерывно изменяться по толщине пластины в 
зависимости от степенной функции. Выведены 
общие нелинейные уравнения, получены чис-
ленные результаты в зависимости от параметров 
основания, показателя неоднородности и гра-
ничных условий. 

Изотермическое осесимметричное дефор-
мирование несимметричных по толщине упругих 
и упругопластических круговых трехслойных 
пластин, связанных с основанием Пастернака, 
исследовалось в статьях [25]–[28]. Нелинейный 
изгиб сэндвич-пластины рассмотрен в [29]. 
Сравнение постановок и решений краевых задач 
для трехслойных круговых пластин, связанных с 
основаниями Винклера и Пастернака проведено 
в статье [30]. Выполнено численное сравнение 
перемещений и напряжений, полученных по 
обеим моделям при равномерно распределенной 
нагрузке и жесткой заделке контура пластины.  

В предлагаемой работе, в отличие от пре-
дыдущих публикаций автора, учтено воздейст-
вие температурного поля на напряженно-
деформированное состояние упругой круговой 
трехслойной пластины на основании Пастернака. 
Приведено аналитическое решение, выполнен 
численный параметрический анализ влияния 
температуры на перемещения и напряжения.  
 

1 Постановка краевой задачи 
Постановка краевой задачи и её решение 

проведено в цилиндрической системе координат 
r, φ, z.  Срединная плоскость заполнителя приня-
та за координатную, ось z направлена вверх, пер-
пендикулярно верхнему слою (рисунок 1.1). Для 
тонких несущих слоев толщиной h1 ≠ h2 прини-
маются гипотезы Кирхгофа. Для легкого доста-
точно толстого заполнителя (h3 = 2c) принимает-
ся модель Тимошенко, при этом деформированная 
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нормаль остается прямолинейной, не изменяет 
своей длины, но поворачивается на некоторый 
дополнительный угол ψ. Работа касательных 
напряжений в заполнителе не учитывается. На 
верхний слой пластины действует поперечная 
осесимметричная нагрузка q = q(r). Связь реак-
ции основания qR, действующей на нижний слой 
пластины, и прогиба принимается согласно мо-
дели Пастернака [31]: 

0( ) κ ,R fq r w t w                     (1.1) 

где κ0, tf  – коэффициенты сжатия и сдвига осно-
вания; w(r) – осадка (прогиб) поверхности осно-
вания; Δ – оператор Лапласа в цилиндрической 
системе координат 

2

2

d 1 d
( ) .

dd

w w
w r

r rr
    

Реакция основания направлена в сторону, 
противоположную прогибу. 

 

 
 

Рисунок 1.1 – Жесткое защемление контура 
трехслойной пластины на упругом основании  

 
Радиальные перемещения линейно изменя-

ются по толщине слоев, тангенциальные пере-
мещения в слоях отсутствуют uφ

(k) = 0 (k = 1, 2, 3 – 
номер слоя). Слои несжимаемы по толщине, по-
этому в направлении оси z перемещения точек 
пластины равны прогибу срединной плоскости 
заполнителя: 

( ) ( ).k
zu w r  

Прогиб пластины, относительный сдвиг в 
заполнителе и радиальное перемещение коорди-
натной плоскости не зависят от координаты φ, 
т. е. w = w(r), u = u(r), ψ = ψ(r). В дальнейшем эти 
функции считаются искомыми. На контуре пла-
стины предполагается наличие жесткой диа-
фрагмы, препятствующей относительному сдвигу 
слоев ((r) = 0 при r = R, R – радиус пластины). 

В соответствии с гипотезой прямолинейно-
сти нормали заполнителя сдвиговые деформации 
в нем будут: 

(3) (3)2 , , .rz r z ru w      

Проинтегрировав это выражение, получим 
выражения радиальных перемещений в слоях 
ur

(k) через искомые функции  
(1)

1, ( ),r ru u c zw c z c h        

(3) , ( ),r ru u z zw c z c        
(2)

2, ( ),r ru u c zw c h z c             (1.2) 

где (u + cψ) – величина смещения верхнего не-
сущего слоя за счет деформации заполнителя;  
(u – cψ) – величина смещения нижнего несущего 
слоя; z – координата рассматриваемого волокна.  

Радиальные и окружные деформации в сло-
ях следуют из (1.2) и соотношений Коши: 

(1) , , , ,r r r rru c zw       

(1) 1
( , ),ru c zw

r      (1) 0,rz   

(2) , , , ,r r r rru c zw       

(2) 1
( , ),ru c zw

r      (2) 0,rz   

(3) , , , ,r r r rru z zw      

(3) 1
( , ),ru z zw

r      (3) 1
.

2rz         (1.3) 

Физические уравнения связи напряжений и 
деформаций (1.3) принимаются в виде: 

( ) ( )
α α2 ( ) ,k k

k ks G T э  (3) (3)
3 32 ( ) ,rz rzs G T э  (α = r, φ) 

( ) ( )
0σ 3 ( )(ε α ),k k

k k k kK T T             (1.4) 

где sα
(k), σ(k) – девиаторная и шаровая части тен-

зора напряжений k-го слоя; эα
(k), ε(k) – девиатор-

ная и шаровая часть тензора деформаций; (3) ,rzs  
(3)
rzэ  – касательное напряжение и угловая дефор-

мация в заполнителе; Gk(Tk), Kk(Tk) – температу-
ро-зависимые модули сдвиговой и объёмной де-
формации материалов слоев; α0k – коэффициент 
линейного температурного расширения; ΔTk – 
приращение температуры, отсчитываемое от не-
которого начального значения Т0. 

Компоненты тензора напряжений в слоях, 
используя соотношения (1.2), представим в виде 
разницы силовой (индекс «е») и температурной 
(индекс «t») составляющих: 

( ) ( ) ( )
α ασ σ σ ,k k k

e t   
( ) ( ) ( )
α α2 ( ) 3 ( )ε ,k k k

e k k k kG T э K T    
( )

03 ( )α .k
t k k k kK T T                  (1.5) 

Введем внутренние обобщенные усилия и 
моменты 

 

3 3
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1 1

3 3
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(3) (1) (2)

dz,
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k k

k k h

T T

M M

H M c T T

  
 

  
 

   

  

  

  

  

              (1.6) 

Используя выражения (1.5) выделим во 
внутренних усилиях (1.6) силовую и темпера-
турную составляющие: 

3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

α
1 1

k k k k k
e t e t

k k

T T T T T 
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 (3) (1) (2) ,e e e eH M c T T       

 (3) (1) (2) .t t t tH M c T T                (1.7) 

Принимаем, что на контуре пластины могут 
действовать внешние погонные силы Tr

0, Q0 и 
моменты Hr

0, Mr
0.  

С помощью вариационного принципа Ла-
гранжа, используя выражения (1.1), (1.7), полу-
чим систему дифференциальных уравнений рав-
новесия в усилиях, описывающую равновесие 
рассматриваемой пластины, совпадающую с 
приведенной в [25]: 

1
, ( ) 0,r r rT T T

r     

1
, ( ) 0,r r rH H H

r     

0

1
, (2 , , ) κ ,r rr r r r fM M M t w w q

r         (1.8) 

где для простоты индекс «е» опущен. 
Задача замыкается присоединением гранич-

ных термосиловых условий на контуре пластины 
(r = R) 

0 ,r r tT T T   0 ,r r tH H H   0 ,r r tM M M   

01
, ( ) .r r rM M M Q

r                  (1.9) 

Стоит отметить, что температура в явном 
виде входит только в силовые граничные усло-
вия (1.9). В уравнения (1.8) она не включена, так 
как производные от температурных слагаемых 
по радиусу равны нулю, а в разностных членах 
соответствующие добавки взаимно сокращаются. 

Выразив внутренние усилия в системе 
уравнений (1.8) через перемещения, получим 
систему дифференциальных уравнений равнове-
сия в перемещениях:  

2 1 2 3L ( , ) 0,ra u a a w     

2 2 4 5L ( , ) 0,ra u a a w     

3 3 5 6 0L ( , ) κ ,r fa u a a w t w w q         (1.10) 

где L2, L3 – линейные дифференциальные опера-
торы 

2 2

,1
L ( ) ( ), , , ,r

r r rr

g g
g rg g

r r r
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ai – коэффициенты, учитывающие геометриче-
ские параметры, зависимость модулей упругости 
материалов слоев от температуры 

3
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k

a K


   2 10 20( ),a c K K   
3

3 1
1

,k
k

a K


   

 2
4 32 10 20 ,a K c K K    

 5 32 11 21 ,a K c K K    
3

6 2
1

,k
k

a K


   

4
( ) ( ) d ,

3
k

m
km k k k k

h

K K T G T z z
   
   (m = 0, 1, 2). 

К системе (1.10) следует добавить гранич-
ные условия в перемещениях. Например, в слу-
чае жесткой заделки контура пластины при r =R  

0,u   0,   0,w   , 0.rw          (1.11) 

Здесь также температура в явном виде в 
краевую задачу (1.10), (1.11) не входит.  
 

2 Общее решение краевой задачи  
Рассмотрим процедуру решения системы 

уравнений (1.10). В силу ее линейности, с помо-
щью первого уравнения исключаем из второго и 
третьего уравнений функцию u. Использование 
полученного второго уравнения позволяет ис-
ключить из первого и третьего функцию ψ. По-
сле двукратного интегрирования полученных 
первых двух уравнений и некоторых преобразо-
ваний третьего имеем:  

2
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       (2.1) 

где С1, С2, С3, С4 – константы интегрирования; 
b1, b2, D – параметры, зависящие от температуры, 
через коэффициенты аi 
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Решение третьего уравнения системы (2.1) 
получено по методике, предложенной в [28]: 

(1)
5 0 6 0

(2)
7 0 8 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ),p

w C J a r C H a r

C J a r C H a r w r

    

    
   (2.2) 

где 0 ( ),J a r  0 ( )J a r  – функции Бесселя пер-

вого рода, нулевого порядка; (1)
0 ( ),H a r  

(2)
0 ( )H a r  – функции Ханкеля первого и вто-

рого рода, нулевого порядка; а и a  – коэффици-
енты, зависящие от характеристик упругого ос-
нования [28]; 4

0 D   , wp(r) – частное решение 

третьего уравнения (2.1). 
Исходя из условия ограниченности переме-

щений в начале координат, в решениях (2.1), 
(2.2) для сплошных пластин необходимо поло-
жить С2 = С4 = С6 = С8 = 0.  
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3 Изгиб пластины равномерно распреде-
ленной нагрузкой 

Рассмотрим изгиб сплошной упругой трех-
слойной круговой пластины радиуса R, связан-
ной с основанием Пастернака, под действием 
равномерно распределенной нагрузки интенсив-
ности 0 const.q q   

Частное решение третьего уравнения (2.1) 
может быть принято в виде  

0

0

( ) .p

q
w r 


                         (3.1) 

Тогда решение системы уравнений (2.1), с 
учетом (3.1) и ограниченности перемещений в 
начале координат, можно записать в виде:   

1 1, ,ru b w C r   2 3, ,rb w C r    

    0
5 0 7 0

0

.
q

w C J a r C J a r    


   (3.2) 

Константы интегрирования С1, С3, С5, С7 сле-
дуют из условий закрепления контура пластины.  

Используя (1.11), при заделке контура пла-
стины, имеем следующие константы интегриро-
вания  

1 3 0,C C   
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    0 1 .aJ a R J a R             (3.3) 

Решение (3.2) с константами интегрирова-
ния (3.3) описывает термосиловые перемещения 
в упругой круговой трехслойной пластине при 
жесткой заделке ее контура, связанной с основа-
нием Пастернака.  

4 Численный параметрический анализ  
Численная апробация решения выполнена 

для пластины, материалы слоев которой Д16Т–
фторопласт-4–Д16Т. Геометрические параметры 
пластины R = 1 м, h1 = h2 =0,04 м, h3 = 0,4 м. 
Термомеханические характеристики материалов 
слоев заимствованы из [8]. Величина интенсив-
ности равномерно распределенной поверхност-
ной нагрузки q0 = 1 МПа. Коэффициенты сжатия и 
сдвига основания: κ0 = 100 МПа/м, tf = 1 МПа·м. 
Пластина жестко защемлена по контуру. 

Для описания зависимости модулей упруго-
сти несущих слоев от температуры используется 
формула, предложенная Дж. Ф. Беллом [3]: 

{ ( ), ( ), ( )} { (0), (0), (0)} ( ),G T K T E T G K E T   

 
1, 0 / 0,06,

( )
1,03 1 / (2 ) , 0,06 / 0,57,

m

m m

T T
T

T T T T

 
     

 

где Тm – температура плавления материала, К; 
G(0), K(0), E(0) – значения модулей упругости 
при нулевой температуре, Па (например, при 
температуре Т0G(0) = G0 / φ(T0)). 

Зависимость параметров упругости поли-
мерного материала (заполнителя) от температу-
ры принимается в виде [3] 

1{ ( ), ( )} { (0), (0)} / ( ),G T K T G K T   

  1( ) 1 / sgn ,mT В T T T
      

где ΔТ = Т – Т0, Т0 – начальная температура, К; 
G0, K0 – значения параметров при температуре Т0. 

На рисунке 4.1 а, б показано изменение 
вдоль радиуса прогиба w(r) и сдвига в заполни-
теле ψ(r) рассматриваемой пластины при различ-
ной температуре слоев: 1 – T = 293 K, 2 – T = 313 K,  
3 – T = 333 K. Температурное воздействие на 
пластину приводит к незначительному увеличе-
нию перемещений, что объясняется жесткостью 
заделки пластины.  

Рисунок 4.2 иллюстрирует изменение ради-
альных напряжений по толщине упругой трех-
слойной пластины в центре (а) и на ее контуре (б) 

 

 
1 – T = 293 К, 2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К 

Рисунок 4.1 – Изменение прогиба и сдвига в заполнителе трехслойной пластины  
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1 – T = 293 К, 2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К 

Рисунок 4.2 – Изменение радиальных напряжений по толщине пластины в центре (а) и на контуре (б) 
 

при различной температуре слоев: 1 – T = 293 К,  
2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К. Для наглядности 
напряжения в заполнителе увеличены в 100 раз. 
В слоях напряжения под действием температуры 
смещаются в отрицательную область. На контуре 
пластины при повышении температуры на 20 К 
максимальные напряжения в несущих слоях уве-
личились по модулю на 80%, в заполнителе – до 
76%. При увеличении температуры на 40 К рост 
напряжений составил 160% и 123% соответст-
венно. 

На рисунке 4.3 показано изменение каса-
тельных напряжений в заполнителе. Несмотря на 
то, что сдвиговые деформации незначительно 
увеличиваются при росте температуры, каса-
тельные напряжения уменьшаются. Это объясня-
ется уменьшением величины модуля сдвига G3. 
При увеличении температуры на 20 К напряже-
ния уменьшились на – 31,5%, 40 К – 48%. 

 

 
1 – T = 293 К, 2 – T = 313 К, 3 – T = 333 К 

Рисунок 4.3 – Изменение касательных 
напряжений в заполнителе  

 
Можно отметить, что температурное воз-

действие на пластину приводит к незначительному 
увеличению перемещений. В то же время, изме-
нение напряжений при росте температуры суще-
ственно. 

Заключение 
В работе построена математическая модель 

расчета напряжений и перемещений при изгибе 
упругой трехслойной круговой пластины, свя-
занной с основанием Пастернака. Разработанный 
подход можно применять для нахождения этих 
параметров различных материалов с учетом тем-
пературы. 
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