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Аннотация. В статье изучаются идемпотенты в полиадических группоидах специального вида. Основной результат 
получен для l-арной группы специального вида, то есть для полиадической группы с l-арной операцией s, , k, которая 
называется полиадической операцией специального вида и определяется на декартовой степени Ak n-арной группы 
< A,  > с помощью подстановки   Sk, удовлетворяющей условию l = , и n-арной операции . В качестве следствий 
получены результаты для полиадических групп специального вида с (2s + 1)-арной операцией s, , k, которая  
определена на декартовой степени Ak тернарной группы < A,  > с помощью подстановки   Sk, удовлетворяющей  
условию 2s + 1 = , и тернарной операции . 
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Введение 
Данная статья посвящена изучению идем-

потентов в l-арном группоиде < Ak, s, , k > спе-
циального вида с l-арной операцией s, , k, назы-
ваемой полиадической операцией специального 
вида. Основной результат будет доказан для  
l-арной группы < Ak, s, , k >. 

Определение l-арной операцией s, , k, кото-
рая определяется с помощью подстановки  
множества {1, , k} и n-арной операции  на 
декартовой степени Ak n-арного группоида 
< A,  >, можно найти в [1]. При этом на Ak вна-
чале определяется n-арная операция 1, , k, а за-
тем с помощью неё – l-арная операция s, , k. 

Можно показать (см., например, [1]), что  
l-арную операцию s, , k можно определить по-
компонентно следующим образом. Если < A,  > – 
n-арный группоид, 

n  2, s  1, l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk. 
xi = (xi1, , xik), i = 1, 2, , l, 

s, , k(x1  xl) = (y1, , yk), 
то для любого j  {1, , k} j-ая компонента yj 
находится по формуле 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )nn j
x  

 
1 2( 1) 1( ) (2( 1)) ( )

( n nn j n j
x x    

  (  

  ( 1)( 1)(( 1)( 1) 1) ( )
( s ns n j
x     


 

( 1)( ( 1) 1) ( )
)s ns n j

x   
  ))). 

 Если n-арная операция  ассоциативна, то 
yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )

)s ns n j
x   

 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

), j = 1, , k, 

откуда для подстановки  из Sk, удовлетворяю-
щей условию l = , следует 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )ll j
x  

xlj). 

Для бинарной операции  l-арная операция 
s, , k, где l = s + 1, совпадает с (s + 1)-арной опе-
рацией [ ]s+1, , k, обозначаемой также символом 
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[ ]l, , k. Изучению этой операции посвящена книга 
[2]. Частными случаями l-арной операции [ ]l, , k,, 
соответствующими циклу  = (12  k), являются 
две полиадические операции Э. Поста [3]. Одну 
из них он определил на декартовой степени сим-
метрической группы, вторую – на декартовой 
степени полной линейной группы над полем 
комплексных чисел. 

 
1 Используемые результаты 
Согласно следующей теореме, тождествен-

ность подстановки l–1 влечёт за собой перенос 
ассоциативности с n-арной операции  на l-ар-
ную операцию s, , k,. 

Теорема 1.2 [1]. Если n-арная операция  – 
ассоциативна, подстановка  из Sk удовлетво-
ряет условию l = , то l-арная операция s, , k 
ассоциативна. 

Тождественность подстановки l–1 перено-
сит с n-арной группы < A,  > на l-арный группоид 
< Ak, s, , k > не только ассоциативность, но и 
свойство быть «полиадической группой». 

Теорема 1.3 [1]. Если < A,  > – n-арная 
группа, подстановка  удовлетворяет условию 
l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

Согласно Э. Посту [3], последовательность 
e1 … ek(n–1), где k  1, элементов n-арной группы 
< A,  > называют её нейтральной последова-
тельностью, если 

(e1 … ek(n–1)x) = x,  (xe1 … ek(n–1)) = x 
для любого x  А. 

Критерии нейтральности последовательно-
сти элементов n-арной группы содержатся в сле-
дующем предложении. 

Предложение 1.1 [3]. Если < A,  > – n-
арная группа, k  1, e1, …, ek(n–1)  A, то следую-
щие утверждения эквивалентны: 

1) последовательность e1 … ek(n–1) – ней-
тральная; 

2) существует элемент а  A такой, что 
(e1 … ek(n–1)a) = a; 

3) существует элемент а  A такой, что 
(ae1 … ek(n–1)) = a. 

Множество всех идемпотентов полиадиче-
ского группоида < A,  > будем обозначать сим-
волом I(A, ). 

Определения и основные свойства n-арной 
группы, а также более подробную информацию о 
нейтральных и обратных последовательностях 
можно найти в книгах [4], [5]. 

 
2 Общий случай 
Легко проверяется, что для любого идемпо-

тента ε n-арного группоида < A,  > элемент 
 = ( , ,

k

   ) является идемпотентом в l-арном 

группоиде < Ak, s, , k >. Это следует и из сле-
дующего предложения. 

Предложение 2.1. Если < A,  > – n-арный 
группоид, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда для любого 
j  {1, , k} выполняется условие 

(εjε(j)  2 ( )n j
  

1 2( 1) 1( ) ( )
( n nj j   

   (  

  ( 1)( 1) ( 1)( ) ( )
( )s n s nj j   
   ))) = εj.     (2.1) 

Доказательство. Если  – идемпотент в 
< Ak, s, , k >, то 

s, , k(
l

ε ε ) = , 

то есть 
s, , k( 1 1( , , ) ( , , )k k

l

       ) = (1, , k). 

Применив к последнему равенству приведённое 
во введении определение l-арной операции s, , k, 
получим равенство (2.1). 

Если теперь компоненты 1, , k опреде-
ляются равенством (2.1), то верно последнее ра-
венство, то есть  – идемпотент в < Ak, s, , k >. 
Предложение доказано. 

Следствие 2.1. Если < A,  > – n-арная по-
лугруппа, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в l-арном группоиде < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда компоненты 
1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 1(1) (1)l 
  ) = 1, 

…                                 (2.2) 
(k(k) 2 1( ) ( )lk k 

  ) = k. 

Если в следствии 2.1 положить n = 2, то по-
лучим предложение 3.8.1 из [2]. 

Для подстановки   Sk, удовлетворяющей 
условию l = , элементы 1 ( )l j

  в (2.2) заменя-

ются элементами j. При этом l-арный группоид 
< Ak, s, , k >, согласно теореме 1.2, становится  
l-арной полугруппой. 

Следствие 2.2. Если < A,  > – n-арная по-
лугруппа, подстановка   Sk удовлетворяет 
условию l = , то элемент  = (1, , k) явля-
ется идемпотентом в l-арной полугруппе 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда компо-
ненты 1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 2 1(1) (1)l 
   ) = 1, 

…                                   (2.3) 
(k(k) 2 2( ) ( )l kk k 

   ) = k. 

Если в следствии 2.2 положить n = 2, то по-
лучим следствие 3.8.2 из [2]. 

Применяя к следствию 2.2 теорему 1.3, по-
лучим 

Следствие 2.3. Если < A,  > – n-арная груп-
па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , то элемент  = (1, , k) является  
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идемпотентом в l-арной группе < Ak, s, , k > то-
гда и только тогда, когда компоненты 1, , k 
удовлетворяют условиям (2.3). 

Ввиду предложения 1.1, следующие два 
следствия равносильны следствию 2.3. 

Следствие 2.4. Если < A,  > – n-арная груп-
па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , то элемент  = (1, , k) является идем-
потентом в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
только тогда, последовательности 

1(1) 2 2(1) (1)l 
  , …, k(k) 2 2( ) ( )lk k 

   

являются нейтральными в < A,  >. 
Следствие 2.5. Если < A,  > – n-арная груп-

па, подстановка   Sk удовлетворяет условию 
l = , то элемент  = (1, , k) является идем-
потентом в l-арной группе < Ak, s, , k > тогда и 
только тогда, последовательности 

(1) 2 2(1) (1)l 
  1, …, (k) 2 2( ) ( )lk k 

  k 

являются нейтральными в < A,  >. 
Если в следствиях 2.4 и 2.5 положить n = 2, 

то получим следствие 3.8.3 из [2]. 
В качестве подстановки  в следствиях 2.2 – 

2.5 можно взять любую подстановку  из Sk, 
удовлетворяющую условию n = , так как она 
будет удовлетворять и условию 

l = s(n–1)+1 = . 
В частности, можно взять любой цикл  

длины n – 1 из Sk, если n ≤ k + 1. Например, цикл 
 = (12  n – 1). 

 
3 Основной результат 
В достаточном утверждении следствия 2.3 

число равенств в (2.3) можно уменьшить. Для 
этого нам понадобится 

Лемма 3.1. Пусть l  2, k  2,  – подста-
новка из Sk, l = , (j) = m для некоторых 
j, m  {1, , k}, a1, , ak – элементы n-арной 
группы < A,  >. Если 

(aja(j) 2 2( ) ( )l jj j
a a a 

 ) = aj,        (3.1) 

то 
(ama(m) 2 2( ) ( )l mm m

a a a 
 ) = am.    (3.2) 

Доказательство. Так как (j) = m, то 
a(j) = am, 

( )s j
a


 = 1 ( ( ))s j
a  

 = 1 ( )s m
a 

 

для любого s  2, в частности, 
aj = 1 ( )l j

a 
 = 2 ( )l m

a 
. 

Поэтому из (3.1) следует 
(ajama(m) 3 2( ) ( )

)l l jm m
a a a  

  , 

откуда 
(β(ajama(m) 3 2( ) ( )

) )l l mm m
a a a  

  = (βajam), 

где β – любая обратная последовательность в 
< A,  > для элемента aj. Из полученного равен-
ства ввиду нейтральности последовательности 
βaj следует (3.2).                                                       

Замечание 3.1 .  В качестве обратной по-
следовательности β из леммы 3.1 можно взять 

последовательность 

3

j j j

n

a a a






 при n  3 или 

обратный элемент 1
ja  для элемента aj при n = 2. 

Следствие 3.1. Пусть l  2, k  2,  – цикл 
из Sk длины k, l = , a1, , ak – элементы  
n-арной группы < A,  >. Если равенство (3.1) 
верно для некоторого j  {1, , k}, то оно верно 
для любого j  {1, , k}. 

Теорема 3.1. Пусть < A,  > – n-арная группа, 
 = (1, , k)  Ak, 

 = 1  p – разложение в произведение незави-
симых циклов, исключая циклы единичной длины, 
подстановки   Sk, удовлетворяющей условию 
l = . Тогда: 

1) если элемент  является идемпотентом 
в l-арной группе < Ak, s, , k >, то для каждой 
компоненты m, индекс которой подстановка  
оставляет неподвижным, верно равенство 

( m m

l

  ) = m,                   (3.3) 

а для каждого цикла r (r = 1, , p) верно равен-
ство 

( 2 2( ) ( ) ( )
)l

r r rr r
i i ii i  
      = 

ri
 ,     (3.4) 

где ir – любой символ, входящий в запись цикла r; 
2) если для каждой компоненты m, индекс 

которой подстановка  оставляет неподвиж-
ным, верно равенство (3.3), а для каждого цикла 
r (r = 1, , p) верно равенство (3.4), где ir – не-
который символ, входящий в запись цикла r, то 
элемент  является идемпотентом в l-арной 
группе < Ak, s, , k >. 

Доказательство. Дополним разложение из 
формулировки теоремы циклами длины 1: 

 = 1  pp+1  t, 
где p+1, , t – все циклы длины 1. Пусть 

X1, , Xp, Xp+1, , Xt 

 – -орбиты, соответствующие циклам 1, , p, 
p+1, , t, то есть 

X = X1   XpXp+1   Xt, 
XrXs = , r  s, 

где X = {1, 2, , k}. Через lr обозначим длину 
цикла r (r = 1, , t) или, что то же самое, мощ-
ность орбиты Xr. Ясно, что 

lp + 1 =  = lt = 1. 
Кроме того, положим 

Xp + 1 = {ip+1}, , Xt = {it}, 

то есть ip + 1, , it – все символы, которые под-
становка  оставляет неподвижными. 

1) Согласно следствию 2.3, компоненты 
1, , k идемпотента  удовлетворяют равенст-
вам (2.3). В этих равенствах каждому из непод-
вижных символов ip+1, , it соответствует равен-
ство (3.4) для r = p + 1, , t, которое совпадает с 
равенством 
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(
r ri i

l

 


) = 
ri

 , 

то есть верны равенства (3.3), если 
m  {ip+1, , it}. 

Для переставляемых символов равенства 
(3.4) содержатся среди равенств (2.3). 

2) Если подстановка  оставляет неподвиж-
ным индекс m компоненты m, то равенство (3.3) 
совпадает с равенством 

(εmε(m) 2 2( ) ( )l mm m 
   ) = εm. 

Пусть теперь (m) ≠ m, и пусть для опреде-
лённости символ m принадлежит -орбите Xr для 
некоторого r  {1, , p}. Если ir – некоторый 
элемент -орбиты Xr, то 

r = (ir 
12( ) ( ) ( ))rl

r r ri i i   . 

Для сокращения записей положим 
m1 = ir, 

m2 = (ir) = (m1), 
m3 = 2(ir) = (m2), 

… 

rl
m  = 1( )rl

ri
  = 1( )

rl
m  . 

По лемме 3.1 из равенства (3.4), справедли-
вого для некоторого символа m1 = ir, входящего в 
запись цикла r, следуют lr – 1 равенств для ос-
тальных символов этого цикла: 

( 2 2
2 2 22 2

( ) ( ) ( )
)lm m mm m  

      = 
2
,m  

… 
( 2 2( ) ( ) ( )

)l
l lr l rr l lr r

m m mm m  
      = ,

lr
m  

то есть равенство (3.4) верно для любого символа 
ir, входящего в запись цикла r. 

Таким образом, все компоненты 1, , k 
удовлетворяют условиям (2.3) независимо от 
того оставляет подстановка  их индексы непод-
вижными или переставляет. По следствию 2.3 
элемент  является идемпотентом в l-арной груп-
пе < Ak, s, , k >.                                                        

Замечание 3.2. Ясно, что каждому циклу r 
(r = 1, , p) длины lr  2 в (2.3) соответствует lr 
равенств. Из теоремы 3.1 следует, что в доста-
точном утверждении следствия 2.3 эти lr ра-
венств можно заменить одним равенством. Сле-
довательно, число равенств в (2.3) можно 
уменьшить на l1 +  + lp – p. Таким образом, в 
достаточном утверждении следствия 2.3 k ра-
венств в (2.3) можно заменить следующими t 
равенствами 

( 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( )li i i i  
     ) = 

1i
 , 

… 
( 2 2( ) ( ) ( )l

p p p p
i i i i  
    ) = 

pi
 , 

(
1 1p pi i

l

 
 


) = 
1pi 

 , …, (
t ti i

l

 


) = 
ti

 . 

Так как цикл  из Sk длины k имеет порядок 
k, то условие l =  равносильно равенству  

l – 1 = tk для некоторого t  1. Поэтому теорема 
3.1 позволяет сформулировать 

Следствие 3.2. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,  = (1, , k)  Ak,  – цикл длины k из Sk, 
l – 1 = tk для некоторого t  1. Тогда: 

1) если элемент  является идемпотентом 
в l-арной группе < Ak, s, , k >, то 

( )j

t

  = j                    (4.3) 

для любого j  {1, , k}, где 
α = 2 1( ) ( ) ( )kj j j j  

    ; 

2) если для некоторого j  {1, , k} верно 
(4.3), то элемент  является идемпотентом в  
l-арной группе < Ak, s, , k >. 

Следствие 3.2 можно сформулировать ина-
че, явно указав множество I(Ak, s, , k) всех идем-
потентов l-арной группы < Ak, s, , k >. 

Следствие 3.3. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,   – цикл длины k из Sk, l – 1 = tk для не-
которого t  1. Тогда 

I(Ak, s, , k) = {(1, , k)  Ak | 
( 1 1( ) ( )( ) ( )

)k kj j j j jj j

t

   
      


 = j } 

для любого j  {1, , k}. В частности, 
I(Ak, s, , k) = {(1, , k)  Ak | 

( 1 11 (1) 1 (1) 1(1) (1)
)k k

t

   
      


 = 1 }. 

Полагая в следствии 3.3  = (1 2  k), j = 1, 
получим 

Следствие 3.4. Если < A,  > – n-арная груп-
па, k делит l – 1, то 

I(Ak, s, (12k), k) = {(1, , k)  Ak | 
( 1 2 1 2 1)k k

t

        = 1 }. 

Считая в теореме 3.1 и следствии 3.4 
< A,  > – группой (n = 2), получим в качестве 
следствий соответственно теорему 3.8.5 и след-
ствие 3.8.9 из [2]. 

Полагая в следствиях 3.3 и 3.4 k = n – 1, по-
лучим ещё два следствия. 

Следствие 3.5. Пусть < A,  > – n-арная 
группа,   – цикл длины n – 1 из Sn–1. Тогда 

I(An–1, s, , n–1) = {(1, , n–1)  An–1 | 
( 2 2( ) ( )( ) ( )

)n nj j j j jj j

s

   
      


 = j } 

для любого j  {1, , n – 1}. В частности, 
I(An–1, s, , n–1) = {(1, , n–1)  An–1 | 

( 2 21 (1) 1 (1) 1(1) (1)
)n n

s

   
      


 = 1 }. 

Следствие 3.6. Если < A,  > – n-арная груп-
па, то 

I(An–1, s, (12n–1), n–1) = {(1, ,  n–1)  An–1 | 
( 1 2 1 1 2 1 1)n n

s

         = 1 }. 
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Замечание 3.3. Теорема 3.1 и следствия из 
неё могут быть переформулированы на языке 
нейтральных последовательностей. 

 
4 Тернарный случай (n = 3) 
Сформулируем следствия из результатов, 

полученных в разделах 2 и 3, считая < A,  > тер-
нарным группоидом. 

Предложению 2.1 и следствиям 2.1–2.5 со-
ответствуют следующие следствия. 

Следствие 4.1. Если < A,  > – тернарный 
группоид, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арном группоиде 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда для 
любого j  {1, , k} выполняется условие 

(εjε(j) 2 3( ) ( )
(

j j 
   (  

 2( 1) 2 1 2( ) ( ) ( )
( )s s sj j j   
    ))) = εj. 

Следствие 4.2. Если < A,  > – тернарная 
полугруппа, то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арном группоиде 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда компо-
ненты 1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 2(1) (1)s 
  ) = 1, 

… 
(k(k) 2 2( ) ( )sk k 

  ) = k. 

Следствие 4.3. Если < A,  > – тернарная 
полугруппа, подстановка   Sk удовлетворяет 
условию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) явля-
ется идемпотентом в (2s + 1)-арной полугруппе 
< Ak, s, , k > тогда и только тогда, когда компо-
ненты 1, , k удовлетворяют условиям 

(1(1) 2 2 1 1(1) (1)s 
   ) = 1, 

… 
(k(k) 2 2 1( ) ( )s kk k 

   ) = k. 

Следствие 4.4. Если < A,  > – тернарная 
группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, когда компоненты 
1, , k удовлетворяют равенствам из следст-
вия 4.3. 

Следствие 4.5. Если < A,  > – тернарная 
группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, последовательности 

1(1) 2 2 1(1) (1)s 
  , …, k(k) 2 2 1( ) ( )sk k 

   

являются нейтральными в < A,  >. 
Следствие 4.6. Если < A,  > – тернарная 

группа, подстановка   Sk удовлетворяет усло-
вию 2s+1 = , то элемент  = (1, , k) является 
идемпотентом в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k > 
тогда и только тогда, последовательности 

(1) 2 2 1(1) (1)s 
  1, …, (k) 2 2 1( ) ( )sk k 

  k 

являются нейтральными в < A,  >. 
Теореме 3.1 соответствует следующее 

 Следствие 4.7. Пусть < A,  > – тернарная 
группа,  = (1, , k)  Ak,  = 1  p – разло-
жение в произведение независимых циклов, ис-
ключая циклы единичной длины, подстановки 
  Sk, удовлетворяющей условию 2s+1 = .  
Тогда: 

1) если элемент  является идемпотентом 
в (2s + 1)-арной группе < Ak, s, , k >, то для каж-
дой компоненты m, индекс которой подстанов-
ка  оставляет неподвижным, верно равенство 

(
2 1

m m

s

  ) = m,                   (4.1) 

а для каждого цикла r (r = 1, , p) верно равен-
ство 

( 2 2 1( ) ( ) ( )
)s

r r rr r
i i ii i  
      = 

ri
 ,     (4.2) 

где ir – любой символ, входящий в запись цикла r; 
2) если для каждой компоненты m, индекс 

которой подстановка  оставляет неподвиж-
ным, верно равенство (4.1), а для каждого цикла 
r (r = 1, , p) верно равенство (4.2), где ir – не-
который символ, входящий в запись цикла r, то 
элемент  является идемпотентом в (2s + 1)-ар-
ной группе < Ak, s, , k >. 

Cледствию 3.6 соответствует следующее 
Следствие 4.8. Если < A,  > – тернарная 

группа, то  
I(A2, s, (12), 2) =  

=  (1, 2)  A2 | ( 1 2 1 2 1)
s

      = { 1 }. 
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