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Аннотация. В статье введены в рассмотрение кратные аналоги определителей и матриц Грама, изучается возможность 
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Введение 
В работах [1], [2] найдены явные детерми-

нантные представления полиортогональных мно-
гочленов I и II типов, обобщающие классиче-
скую формулу Грама – Шмидта [3, гл. 4, § 1] для 
представления ортогонального многочлена, по-
лученного в результате ортогонализации линей-
но независимой системы функций {1, ,..., }nx x  в 

предгильбертовом пространстве, порожденном 
мерой   [4]. Доказательство формулы Грама – 

Шмидта в случае произвольной линейно незави-
симой системы функций  

0 1{ ( ), ( ),..., ( )}n
nx x x      

(см., например, монографию [3, гл. 3, § 1]) суще-
ственно опирается на свойствах определителей и 
матриц, введенных в рассмотрение Й. Грамом 
[5]. В данной статье определены кратные анало-
ги определителей и матриц Грама и изучается 
возможность построения полиортогональных 
систем функций с помощью процесса полиорто-
гонализации произвольной конечной подсистемы 
линейно независимой системы функций 

0 1{ ( ), ( ),..., ( ),...}nx x x      

в предгильбертовых функциональных простран-
ствах, порождённых мерами 1,..., .k   

Выбор функциональных пространств объ-
ясняется лишь желанием приблизить формули-
ровки утверждений к классическим. На самом 
деле, все основные результаты статьи справедли-
вы и в случае, когда предгильбертовы простран-
ства задаются произвольными скалярными про-
изведениями. 
 

1 Полиортогональные функции 
Будем придерживаться терминалогии моно-

графии [6]. Пусть 1,..., k   – положительные бо-

релевские меры на вещественной прямой, носи-
телями которых являются отрезки 1,..., .k   Рас-

смотрим систему функций 

0 1{ ( ), ( ),..., ( ),...},nx x x      

каждая из которых измерима на отрезке j  от-

носительно меры j  при всех 1,..., .j k  Будем 

считать, что система   линейно независима на 

каждом из отрезков j  и 
2| ( ) | ( ) , 1,..., ; 0,1,....

j
p jx d x j k p


      (1.1) 

Если выполняются условия (1.1), то кратко бу-
дем писать, что 2 ,L  1{ ,..., }.k     Скалярное 
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произведение функций ( )f x  и ( )g x  в предгиль-

бертовом пространстве, порожденном мерой ,j  

обозначим через 

( , ) ( ) ( ) ( ).
j

j
jf g f x g x d x


   

Везде в дальнейшем предполагаем, что 
2 .L  Множество k-мерных мультииндексов 

(индексов) 1( ,..., ),kn n n  т. е. упорядоченных k 

целых неотрицательных чисел, обозначим через 
.k

  Порядок мультииндекса 1( ,..., )kn n n  – это 

сумма 1| |: ... .kn n n    

Определение 1.1. Пусть 1( ,..., ) k
kn n n    – 

ненулевой мультииндекс. Тогда 

0 0 | | | |( ) ( ) ... ( ),n n nx x x        

где j   и 2 2
0 | |... 0,n     будем называть  

n-ой полиортогональной функцией для набора 
мер ,  порожденной системой ,  если 

( ) ( ) ( ) 0,

0,1,..., 1; 1,..., .
j

n p j

j

x x d x

p n j k


   

  

             (1.2) 

Здесь предполагается, что 0.jn   Если 
0

0,jn   

то в (1.2) индекс j пробегает значения 

0 0{1,..., 1, 1,...., },j j k   т. е. мера 
0j

  в опреде-

лении полиортогональной функции ( )n x  не 

учитывается. 
В том случае, когда 2{1, , ,...},x x   каждой 

мере j  можно поставить в соответствие мар-

ковскую функцию 
( )

( ) , \ , 1,...,
j

j
j j

d x
f z z j k

z x


   

      (1.3) 

разложение которой в ряд Лорана в окрестности 
точки z    имеет вид 

1
0

( ) ,
j
p

j i
p

s
f z

z






   

где 

( , ) ( )( 0,1,...)
j

j j p
p js x x x d x p 



     

– последовательность степенных моментов меры 

j  (предполагается, что 1, ,   p   ). 

При этом n-ая полиортогональная функция ( )n x  

является n-ым полиортогональным многочленом 

| |( ) ( )nQ x Q x  и соотношения ортогональности 

(1.2) примут вид 

( ) ( ) 0, 0,1,..., 1; 1,2,..., .
j

p
j jQ x x d x p n j k



       

Если в определении 1.1 положить 1k   (ли-
бо, что тоже самое, индекс 1( ,0,...,0)),n n  то 

отождествляя меру 1  с ,  а 1n  с 1 ,n   будем 

находится в классической ситуации, т. е. n-ая 

полиортогональная функция ( )n x  является n-ой 

ортогональной функцией и для неё имеет место 
формула Грама – Шмидта [3, гл. 3, § 1] 

0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

0 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ) .

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

n

n

n

n n n n

n

x

x x x
  

      
      

     
      
   

(1.4) 

В представлении 

0 0( ) ( ) ... ( ),n n nx x x        

которое легко получить из формулы (1.4), коэф-
фициент n  равен определителю Грама 

0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

n
n

n n n n

G





   

      
      


   

      

 (1.5) 

системы функций 0 1 1{ ( ), ( ),..., ( )}.nx x x    Хо-

рошо известно [3, гл. 3, § 1], что определитель 
Грама nG  системы 0 1 1{ ( ), ( ),..., ( )}nx x x    отли-

чен от нуля тогда и только тогда, когда эта сис-
тема линейно независима на отрезке .  

Полиортогональная функция условиями 
(1.2) определяется не однозначно, а с точностью 
до числового множителя. Эта неединственность 
может быть и более существенной. Приведём 
соответствующий пример. 

Пример 1.1. Пусть 2,k   (2,1),n   

1( ) ,d x dx   2 ( ) ,d x xdx   где dx – мера Лебега, 

носитель которой [0,1].   Тогда 

3 2 9
( )

10 5 6n

a a b
x ax bx b x

        
 

 

где a и b – любые действительные числа не рав-
ные нулю одновременно. 

Определение 1.2. Будем говорить, что n-я 
полиортогональная функция ( )n x  однозначно 

определяется условиями (1.2), если для любых 
двух таких функций ( ),n x  * ( )n x  найдётся 

действительное число ,  что *( ) ( )n nx x    на 

всех отрезках .j  

Нашей ближайшей целью является нахож-
дение необходимых и достаточных условий на 
индекс kn   и систему 1{ ,..., },k     при ко-

торых n-я полиортогональная функция определя-
ется однозначно. В одномерном случае одно-
значность вытекает из линейной независимости 
системы .  Пример 1.1 показывает, что уже при 

2k   это не так. Далее будет установлено, что  
n-ая полиортогональная функция всегда сущест-
вует, а её однозначность равносильна условию, 
при котором соответствующая кратная матрица 
Грама имеет максимальный ранг. 
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2 Критерий единственности. Теорема о 
полиортоганализации 

Пусть kn   – ненулевой мультииндекс. 

Для каждого 0jn   определим матрицу порядка 

(| | 1)jn n   

0 0 1 0 | | 0

0 1 1 1 | | 1

0 1 1 1 | | 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
,

( , ) ( , ) ( , )
j j j

j j j
n

j j j
nj

j j j
n n n n

F

  

      
      


   

      

 

а затем определим матрицу порядка | | (| | 1)n n   
1

1 2 : .
Tk

n
k

F

F F F F

F

 
       
  

  

При 0jn   матрица nF  не содержит блок-

матрицу .jF  Если, например, мультииндекс 

1( ,0,...,0),n n  то матрица nF  состоит только из 

одного блока 1F  и является матрицей Грама: она 
состоит из элементов определителя (1.4), стоя-
щих выше последней строки этого определителя. 

Если к матрице nF  добавить в качестве по-

следней строки строку 

 0 1 | |( ) ( ) ( )... ( ) ,nE x x x x     

то получим квадратную матрицу. Определитель 
этой матрицы имеет вид 

1 1 1

1 1 1
0 0 1 0 | | 0

1 1 1
0 1 1 1 | | 1

0 0 1 0 | | 0

0 1 1 1 | | 1

0 1 | |

( )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

.
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )
k k k

n

n

n n n n

k k k
n

k k k
n n n n

n

F
det

E x

x x x

  

  

 
 

 

      

     


     

     

  

   


   


   




(2.1) 

Определение 2.1. Индекс kn   будем на-

зывать слабо нормальным для ,  если ранг мат-

рицы nF  максимальный, т.е. равен |n|. 

В примере 1.1 индекс (2,1),n   а rang 2.nF   

Поэтому этот индекс не является слабо нормаль-
ным для рассматриваемых в этих примерах мер. 

Определение 2.2. Систему мер 1{ ,..., }k     

будем называть слабо совершенной, если все 
ненулевые индексы kn   являются слабо нор-

мальными для .  

Сформулируем и докажем основной результат. 
Теорема 2.1. Для того, чтобы для ненулево-

го индекса kn   и системы мер 1{ ,..., }k     

n-ая полиортогональная функция ( )n x  опреде-

лялась условиями (1.2) однозначно, необходимо и 
достаточно, чтобы индекс n был слабо нор-
мальным для ,  т. е. rang | | .nF n  

Если rang | |,nF n  то при определённом вы-

боре нормирующего множителя n-ая полиорто-
гональная функция представима в виде 

( ) .
( )

n
n

F
x det

E x

 
   

 
                 (2.2) 

Доказательство. Пусть функция 

0 0 | | | |( ) ( ) ... ( ),n n nx b x b x        

где 2 2
0 | |... 0,nb b    удовлетворяет условиям (1.2). 

В силу того, что 0 1{ ( ), ( ),..., ( ),...}nx x x      

линейно независима на каждом из отрезков ,j  

а коэффициенты 0 | |,..., nb b  все одновременно не 

равны нулю, функция ( )n x  на каждом из от-

резков j  тождественно не равна нулю. Тогда 

условия (1.2) равносильны системе линейных 
уравнений для определения 0 | |,..., ,nb b  которая в 

матричной форме примет вид: 
,T T

nF b                           (2.3) 

где 0 1 | |( , , , )nb b b b   – матрица-строка, а 

  – матрица-строка порядка 1 (| | 1),n   все 

элементы которой равны нулю. Поскольку сис-
тема (2.3) является однородной и в ней число 
неизвестных на единицу больше числа уравне-
ний, то, согласно теореме Кронекера – Капелли, 
она имеет ненулевое решение, а множество всех 
её линейно независимых решений состоит из 
одного фундаментального решения тогда и толь-
ко тогда, когда rang | | .nF n  В этом случае все её 

ненулевые решения можно получить умножени-
ем фундаментального решения на число 0.   
Первая часть теоремы 2.1 доказана. 

Пусть теперь rang | | .nF n  Покажем, что в 

этом случае функция ( ),n x  определённая фор-

мулой (2.2), действительно является n-ой поли-
ортогональной функцией. Разлагая определитель 
в (2.2) по элементам последней строки и, учиты-
вая, что rang | |,nF n  легко заметить, что спра-

ведливо представление 
2 2

0 0 | | | | 0 | |( ) ( ) ... ( ) и ... 0.n n n nx x x            

Остаётся доказать, что эта функция ( )n x  

удовлетворяет условиям (1.2). Для этого, пред-
положив, что 0,jn   умножим последнюю стро-

ку определителя в (2.2) на ( )p x   и применим 

оператор интегрирования : ( ) ( )
j

j jJ f f x d x


   к 

последней строке полученного в результате дом-
ножения определителя. Таким образом приходим 
к равенству 
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0 0 1 0 | | 0

0 1 1 1 | | 1

0 1 1 1 | | 1

0 1 | |

( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

.
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

j

j j j

n p j

j j j
n

j j j
n

j j j
n n n n

j j j
p p n p

x x d x


  

   

     
     


     

     


   




   


   


(2.4) 

При 0,1,..., 1jp n   определитель в (2.4) имеет 

две одинаковые строки. Поэтому он равен нулю. 
Следовательно условия (1.2) для функции ( )n x  

выполняются.                                                           
 

3 Замечания и следствия 
В первую очередь отметим, что если индекс 
kn   не является слабо нормальным для ,  то 

функция, определённая равенством (2.3), не яв-
ляются n-ой полиортогональной функцией для 

.  Так, для набора 1 2( , )     из примера 1.1 

при (2,1)n   

3 2 9
( ) ,

10 5 6n

a a b
x ax bx b x

        
 

 

однако, если эту функцию находить по формуле 
(2.3), то получим, что ( ) 0.n x   

Из теоремы 2.1 легко получить 
Следствие. Полиортогональная функция ( )n x  

определяется однозначно для всех ненулевых 
мультииндексов kn   тогда и только тогда, 

когда система   является слабо совершенной.  

Заметим, что компонента jn  мультииндекса 

1( , , )kn n n   определяет насколько значима 

мера j  в определении полиортогональной 

функции: чем больше ,jn  тем больше условий в 

(1.2) с участием меры .j  Таким образом, число 

jn  количественно характеризует вклад меры j  

в построение n-ой полиортогональной функции 
( ).n x  В частности, если, например, 

1( ,0, ,0) ,kn n     то мы находимся в условиях 

теоремы Грама – Шмидта, и формула (2.2) в точ-
ности совпадает с классической формулой (1.4). 

Рассмотрим мультиндексы ,kn   имею-

щие заданный порядок m. Число таких мульти-
индексов равно 1.

m
m kC    Поэтому при 1k   на 

множестве всех n-ых полиортогональных функ-
ций с фиксированным порядком индекса n нель-
зя ввести естественную нумерацию, как это име-
ет место, когда k = 1. 

Подробнее рассмотрим случай, когда 
2{1, , ,...}.x x   Тогда n-ая полиортогональная 

функция ( )n x  является n-ым полиортогональ-

ным многочленом | |( ) ( ).nQ x Q x  Особый инте-

рес представляет набор мер 1{ ,..., },k     при 

которых система  1( ),..., ( ) ,kf x f xf  состоящая 

из функций Маркова (1.3), является совершенной. 
Определение 3.1. Пусть 2{1, , ,...}.x x   

Индекс kn   называют нормальным для набо-

ра   (для системы марковских функций f ), если 

для любого n-го полиортогонального многочлена 

| | ( )nQ x  имеем | |deg | | .nQ n  

Систему мер   (систему марковских функ-

ций )f  называют совершенной, если все ненулевые 

индексы kn   являются нормальными для .  

Отметим, что при 1n   n-ый ортогональ-

ный многочлен ( )Q x  является знаменателем n-ой 

подходящей дроби (или, что тоже самое, n-ой 
аппроксимации Паде) так называемой чебышёв-
ской непрерывной дроби марковской функции. 
Точно также при kn   n-ый полиортогональ-

ный многочлен | | ( )nQ x  можно определить (см., 

например, [6]) как общий знаменатель совмест-
ных аппроксимаций Паде для системы .f  Для 
некоторых известных совершенных систем f  
полиортогональные многочлены хорошо изуче-
ны и нашли применение в различных областях 
алгебры, анализа, теоретической физики, в том 
числе, в рамках теории аппроксимаций Паде 
(см., например, [7]–[16]). 
 Доказано [6, с. 158], что n-ый полиортого-
нальный многочлен | | ( )nQ x  имеет ровно jn  про-

стых нулей внутри отрезка ,j  1,..., .j k  По-

этому, если отрезки 1{ }k
j j  попарно не перекры-

ваются (не имеют общих внутренних точек), то 
система ,f  состоящая из марковских функций 
(1.3), совершенна. 

Приведём пример несовершенной системы 
марковских функций, носители мер которых пе-
рекрываются. 

Пример 3.1. Пусть 2,k   (1,1),n   

1 1

2 2

( ) , [0,1];

( ) , [0,1],
(1 )

d x dx

dx
d x

x x

   

   


 

где dx – мера Лебега. Тогда при определённом 
выборе нормирующего множителя 

2

1 1
( ) .

24 48
Q x x   

Поскольку 2deg 1,Q   то индекс (1,1)n   не яв-

ляется нормальным, а соответствующая система 

1 1{ ( ), ( )}f x f xf  марковских функций не являет-

ся совершенной. 
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Как уже было сказано, система функций 

0 1 1{ ( ), ( ),..., ( )}nx x x    линейно независима на 

отрезке ортогональности   тогда и только тогда, 
когда определитель Грама 0.nG   Кратным ана-

логом определителя nG  является определитель 

1 1 1

1 1 1
0 0 1 0 | | 1 0

1 1 1
0 1 1 1 | | 1 1

0 0 1 0 | | 1 0

0 1 1 1 | | 1 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

.

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
k k k

n

n n n n

k
n

k k k
n

k k k
n n n n

G



   



   

     

     



     

     


   



   


   


 

Очевидно, что  1 .n nG G  Можно показать, что 

если 0 1 | | 1{ ( ), ( ),..., ( )}nx x x    линейна зависима 

на каждом из отрезков ,j  то 0.k
nG   Обратное 

утверждение не верно. В подтверждение приве-
дем пример. 

Пример 3.2. Пусть 2,k  1( ) ,d x dx   1 [0,1];   

2 ( ) ,d x dx   2 [ 1,1],    а 2{1, , ,...},x x   где dx – 

мера Лебега. Тогда для мультиндексов n равных 
(1,2), (1,4), (1,6) определитель 2 0.nG   

В заключении сделаем ещё одно замечание. 
В [1] доказано, что индекс kn   является нор-

мальным для системы марковских функций (1.3) 
тогда и только тогда, когда 0.k

nG   Если 0,k
nG   

то rang | | .nF n  Поэтому любой нормальный 

индекс для системы f  марковских функций (1.3) 
является слабо нормальным для ,f  а любая совер-
шенная система f  является слабо совершенной. 
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