
Проблемы физики, математики и техники, № 1 (50), 2022 ISSN 2077-8708 
 

© Селькин В.М., Закревская В.С., Косенок Н.С., 2022             

84 

 

УДК 512.542 DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_1_50_84 
 

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ЗАДАННЫМИ ПОДГРУППАМИ ШМИДТА 

В.М. Селькин1, В.С. Закревская1, Н.С. Косенок2 

1Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
2Белорусский торгово-экономический университет потребительской кооперации, Гомель 

 
FINITE GROUPS WITH GIVEN SCHMIDT SUBGROUPS 

V.M. Sel'kin1, V.S. Zakrevskaya1, N.S. Kosenok2 
1Francisk Skorina Gomel State University 

2Belarusian Trade and Economic University of Consumer Cooperatives, Gomel 
 

Аннотация. В статье рассматриваются только конечные группы. Подгруппа H группы G называется pU -нормальной в 

G (p – простое число), если каждый главный фактор группы G между GH  и GH  является либо циклическим, либо  

p -группой. В статье доказывается, что если каждая подгруппа Шмидта группы G либо субнормальна, либо  

pU -нормальна в G, то производная подгруппа G  группы G p-нильпотентна. Также обобщаются некоторые известные 

результаты. 
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Abstract. Throughout the article, all groups are finite and G always denotes a finite group. A subgroup H of the group G is 

called pU -normal in G (p is a prime) if every chief factor of the group G between GH  and GH  is either cyclic or a p -group. 

In this article, we prove that if each Schmidt subgroup of the group G is either subnormal or pU -normal in G, then the derived 

subgroup G  of G is p-nilpotent. Some well-known results are generalized. 
 
Keywords: finite group, nilpotent group, subnormal subgroup, pU -normal subgroup, Schmidt group. 

 
For citation: Sel'kin, V.M. Finite groups with given Schmidt subgroups / V.M. Sel'kin, V.S. Zakrevskaya, N.S. Kosenok // 
Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2022. – № 1 (50). – P. 84–88. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2022_1_50_84 (in Russian) 

 
 

Введение 
В данной статье мы рассматриваем только 

конечные группы; подгруппа A группы G назы-
вается модулярной в G [2], если выполняются 
следующие условия: 

(i) , ,X A Z X A Z        для всех ,X G  
Z G  таких, что X Z  и 

(ii) , ,A Y Z A Y Z        для всех ,Y G  
Z G  таких, что .A Z  

Мы говорим, что подгруппа H группы G на-
зывается pU -нормальной [3] в G, если каждый 

главный фактор группы G между GH  и GH  яв-

ляется либо циклическим, либо p -группой. 

Напомним также, что G называется группой 
Шмидта, если сама группа G не является ниль-
потентной, но каждая её собственная подгруппа 
нильпотентна. Изучение групп Шмидта и их 
применение нашло своё отображение в большом 

числе работ (см., например, [4]–[7] и, в первую 
очередь это обосновано тем, что каждая нениль-
потентная группа содержит хотя бы одну под-
группу Шмидта. Поэтому изучение таких групп 
является важной задачей общей теории конеч-
ных групп. 

В.Н. Семенчук в своей работе [8] доказал, 
что если каждая подгруппа Шмидта ненильпо-
тентной группы G субнормальна в G, то G мета-
нильпотентна, т. е. / ( )G F G  нильпотентна. Это 

важное наблюдение было развито в различных 
направлениях. Так, например, В.С. Монахов и 
В.Н. Княгина в статье [9] доказали, что в группах 
G, в которых выполняется такое условие, произ-
водная подгруппа G  будет нильпотентной. А в 
работе [10] В.А. Ведерников получил полное 
описание групп с субнормальными подгруппами 
Шмидта. В работе [11] И.В. Близнец и В.М. Сель-
кин доказали, что если в ненильпотентной группе 
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G каждая подгруппа Шмидта модулярна в G, то 
производная подгруппа G  нильпотентна. 

В течение последних лет исследования 
большого числа авторов (см., в частности, [13]–
[24]) были связаны с изучением и применениями 
-субнормальных подгрупп [13]. Напомним, что 
подгруппа A в G называется -субнормальной в 
G [13], если в G существует цепь подгрупп 

0 1 ,nA A A A G      где либо 1 ,i iA A   

либо 1/ ( )
ii i AA A   является -примарной, т. е. 

1/ ( )
ii i AA A   является i-группой для некоторого i, 

для всех 1, , .i n   
Приведённые выше результаты [8], [9], [11] 

получают дальнейшее развитие также в теории 
-субнормальных подгрупп. Так, например, в 
работе [15] К.А. Аль-Шаро и А.Н. Скиба доказа-
ли, что если каждая подгруппа Шмидта группы 
G -субнормальна, то G  является -нильпо-
тентной группой, т. е. является прямым произве-
дением -примарных групп. Развивая этот ре-
зультат, в статье [22] утверждается и доказыва-
ется, что в каждой группе G, удовлетворяющей 
такому условию, имеется нормальная -нильпо-
тентная подгруппа N с циклической факторгруп-
пой / .G N  Более того, согласно работе [16], G  
является -нильпотентной группой и в случае, 
когда каждая подгруппа Шмидта группы G явля-
ется либо -субнормальной, либо модулярной в G. 

В этой работе мы докажем следующий ре-
зультат в данном направлении. 

Теорема 0.1. Если каждая подгруппа 
Шмидта группы G либо субнормальна, либо  

pU -нормальна в G, то производная подгруппа 

G  группы G является p-нильпотентной. 
Следствиями данной теоремы являются не-

сколько известных результатов. 
Следствие 0.2 [9, теорема]. Если каждая 

подгруппа Шмидта группы G субнормальна в G, 
то производная подгруппа G  нильпотентна. 

Следствие 0.3 [9, теорема]. Если каждая под-
группа Шмидта группы G модулярна в G, то про-
изводная подгруппа G  группы G нильпотентна. 

Следствие 0.4 [8, теорема 2]. Если каждая 
подгруппа Шмидта группы G субнормальна в G, 
то / ( )G F G  нильпотентна. 

Следствие 0.5 [12, теорема 1.9]. Если каж-
дая подгруппа Шмидта группы G либо U -нор-
мальна, либо субнормальна в G, то производная 
подгруппа G  нильпотентна. 
 
 1 Вспомогательные результаты 

При построении доказательства основной 
теоремы были использованы следующие леммы. 
 Лемма 1.1. Пусть A и N E  – подгруппы 
группы G, где N – нормальна и A – pU -нормальна 

в G. Тогда: 

(1) /AN N  – pU -нормальна в / .G N  

(2) Если /E N  – pU -нормальна в / ,G N  то 

E – pU -нормальна в G. 

(3) A E  – pU -нормальна в E. 

(4) Если E pU -нормальна в G, то ,A E   – 

pU -нормальна в G. 

 Доказательство. См. доказательство пред-
ложения 1.8 и леммы 3.3 в [1] или доказательство 
теоремы 1.1 и леммы 2.2 в [25].                             

Лемма 1.2 [26, глава A, леммы 14.1, 14.2, 
14.3 и теорема 14.4]. Пусть A и N E  являются 
подгруппами в G, где N является нормальной и A 
субнормальной подгруппами группы G. Тогда: 

(1) /AN N  – субнормальна в / .G N  
(2) Если ,A E  то A является субнормаль-

ной в E.  
(3) Если /E N  является субнормальной в 

/ ,G N  то E является субнормальной в G.  
(4) Если E является субнормальной в G, то 

,A E   – субнормальна в G}. 
Лемма 1.3 [4, III, теорема 5.2] или [5, VI, 

теорема 24.2]. Если G – группа Шмидта, тогда 
,G P Q   где P G N  – силовская p-подгруппа в 

G и Q x    – циклическая силовская q-подгруппа 

группы G, .p q  Помимо этого, ( )qx G     и p 

имеет экспоненту p или 4 (если p – неабелева  
2-группа). 

Факт, который мы приведём дальше, хоро-
шо известен (в частности, см. [5, I, следствие 
7.7.2]). Здесь он доказан без применения теории 
формаций. 

Лемма 1.4. Если A является субнормальной 
подгруппой группы G, то для каждого простого 
p ( ) ( ).p pO A O G  

Доказательство. Согласно условию суще-
ствует цепь подгрупп  

0 1 1t tA A A A A G       
такая, что iA  нормальна в 1iA   для всех 

1, , 1.i t    Тогда по индукции мы получаем 

1( ) ( ).p p tO A O A   С другой стороны, 1( )p tO A   

характеристична в 1tA   и поэтому нормальна в 

.tA G  Следовательно, ( ) ( ).p t pO A O G            
 

2 Доказательство теоремы 1.1 
Доказательство. Предположим, что эта ут-

верждение неверно, и пусть G будет контрпри-
мером минимального порядка. 

(1) Если E является собственной подгруп-
пой группы G, тогда ( )pE F E   (исходя из лем-

мы 1.2 (2) и выбора G). 
(2) Если N является минимальной нормальной 

подгруппой группы G, тогда ( / ) ( / ).pG N F G N   

Следовательно, N G  and ( ) 1.pO G   
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Здесь используется цепочка рассуждений из 
работы [27] А.Н. Скибы (см. также в статье [12] 
доказательство теоремы 1.9). 

Если /G N  является p-нильпотентной, то-
гда это очевидно. Но предположим, что /G N  не 
p-нильпотентна, и пусть /E N  является произ-
вольной подгруппой Шмидта в / .G N  Пусть H 
является минимальным добавлением к N в E. 
Тогда / ( ) / /H H N HN N E N   – группа 

Шмидта и ( ).H N H    Пусть ( )H    и A 

является подгруппой Шмидта в H. 
Мы получаем из леммы 1.3, что 

( / ( )) / ( / ( ))

( / ( )) / ( / ( )) / ,

H H N H H N

H H N H N H P Q

   
      

 

где p является силовской p-подгруппой, q явля-
ется силовской q-подгруппой в /H   и | |Q q  

для некоторых простых чисел .p q  Тогда, 

опять же по лемме 1.3, получаем, что 
,p qA A A   где ( ) .A

qA A  Тогда ,qA   так 

как   нильпотентна. Следовательно, /qA   

является силовской q-подгруппой в / ,H   и 
поэтому  

/( / ) ( ) / / .H H
q qA A H        

Следовательно, ( ) ,H
qA H  поэтому 

( ) .H
qE HN A N   

Согласно леммам 1.1 (4) и 1.2 (4), ( )H H
qA A  

является либо субнормальной либо pU -нор-

мальной подгруппой в G и, следовательно, 
/ ( )H

qE N A NN  является либо субнормальной, 

либо PU -нормальной в / ,G N  согласно леммам 

1.1 (1) и 1.2 (1). 
Тогда гипотеза будет верной для / ,G N  со-

ответственно, из выбора G мы имеем 
/ ( / ) ( / ).pG N N G N F G N    Если 1,N G   

то / / ( ) /1G N N G G N G G        является  

p-нильпотентной группой, что противоречит вы-
бору группы G. Следовательно, .N G  

Предположим, что ( ).pN O G  Тогда 

( / ) ( ) /p pF G N F G N  и / / ,G N N G N   поэтому 

/ ( / ) ( / )pG N G N F G N    и тогда ( ).pG F G   

Этим противоречием мы завершаем доказатель-
ство утверждения (2). 

(3) Группа G – p-разрешима. 
Согласно пунктам (1) и (2) нам нужно лишь 

показать, что группа G не является неабелевой 
простой группой. Допустим предположение, что 
это утвеждение является неверным, и пусть A 
будет произвольной подгруппой Шмидта группы 
G. Согласно условию подгруппа A является либо 
субнормальной, либо pU -нормальной в группе 

G. С другой стороны, G является неабелевой 

простой группой. Тогда A pU -нормальна в G и 

1.GA   Но тогда 1 GA  и каждый главный фак-

тор G ниже GA G  будет либо циклическим, 
либо p -группой. Из этого следует, что G не 

является неабелевой простой группой. Это про-
тиворечие заканчивает доказательство пункта (3). 

(4) Если R является минимальной нормаль-
ной подгруппой группы G, то ( )R G  и 

( ) ( ) ( ).G p pR C R O G F G    Помимо этого, 

| |R p  и для некоторой максимальной подгруп-

пы M группы G правдиво равенство .G R M   
Вначале отметим, что, ввиду утверждений 

(2) и (3), имеет место ( ).pR O G  Согласно пунк-

ту (2) производная подгруппа 
( / ) / / ( )G R G R R G G R      

группы /G R  является p-нильпотентной. Допус-
тим, что в G существует минимальная нормаль-
ная подгруппа .L R  Значит, / ( )G G L   явля-

ется p -нильпотентной и тогда 

/ (( ) ( )) / ( )G G G R G L G R L          

является p-нильпотентной. Поэтому / ( )G F G  

является абелевой, что противоречит выбору G. 
Следовательно, R – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G и .R G  По-

мимо этого, ( ),R G  иначе, в противном слу-

чае, G  нильпотентна согласно [26, глава A, лем-
ма 13.2]. Значит, ( ) ( ) ( )G pR C R O G F G    со-

гласно [26, глава A, теорема 15.6 (2)]. Заметим 
также, что R не циклическая группа, потому что 
иначе группа / ( ) / / ( )GG C R G R G F G   явля-

ется циклической. Следовательно, мы имеем (4). 
(5) /M G R  p-замкнута. Следовательно, 

R – силовская p-подгруппа группы G. 
Допустим, что M не является p-замкнутой 

группой, и пусть H – минимальная не q-ниль-
потентная подгруппа в M для некоторого просто-
го числа ,q p  делящего | M |. Тогда H – группа 

Шмидта ввиду [4, IV, теорема 5.4] и поэтому H 
либо субнормальна, либо является pU -нормаль-

ной в G. 
В первом случае для некоторого простого 

числа q имеет место ( ) 1.qO H   Тогда 

( ) ( )q qO H O G R   по утверждению (4) и лемме 

1.4, поэтому 1.R M   Это противоречие пока-
зывает, что, H pU -нормальна в G. 

Помимо этого очевидно, что 1,GH   а, зна-

чит, каждый главный фактор G ниже GH  либо 
цикличен, либо является p -группой. Но 

GR H  по утверждению (4) и, следовательно, R 
является циклической, что противоречит утвер-
ждению (4). Это противоречие показывает, что 
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/M G R  q-нильпотентна для всех простых чисел 
,q p  делящих | M |. Тогда ( ) ( ) .p pO M R O G R   

Следовательно, ( ) 1,pO M   поэтому утвержде-

ние (5) выполнено. 
(6) M – группа Миллера – Морено (т. е. M не 

является абелевой, но каждая собственная под-
группа в M является абелевой группой). Более 
того, M является q-группой для некоторого про-
стого числа .q p  

Вначале заметим, что M – холлова p -под-

группа группы G, что очевидно из пунктов (4) и (5). 
Тогда пусть S является произвольной мак-

симальной подгруппой в M. Значит / ( )pRS F RS  

будет абелевой согласно утверждения (1). Сде-
довательно ( ) ,R RS   исходя из пунктов (4) и 

(5), и, очевидно, /S RS R  является абелевой. 
Тогда из выбора G и пункта (5) мы получаем (6). 

Заключительное противоречие. Исходя из 
утверждения (6), ( ) ( ) 1.Z M M   Пусть Z яв-

ляется подгруппой порядка q в ( ) ( )Z M M  и 

пусть .E RZ  Тогда E не нильпотентна (из 
пункта (4)). Однако 1 ,tR R R    где kR  явля-

ется минимальной нормальной подгруппой в E 
для всех 1, ,k t   по теореме Машке. Следова-

тельно, для некоторого i подгруппа iR Z  не 

будет нильпотентной, а, значит, эта подгруппа 
будет содержать подгруппу Шмидта вида 

.pA A Z   

Допустим, что .A E  Следовательно 
| | | |pA R  и 1.GA   Следуя гипотезе, A либо суб-

нормальна, либо pU -нормальна в G. Вначале 

допустим, что A является субнормальной в G. 
Тогда в E существует такая собственная под-
группа V, что A V  и V является нормальной в 
E. Так как ,Z V E   то для некоторого k имеем 

.kR V  Тогда 1,kR V   следовательно, 

( ),k ER C V  поэтому ( ) ,k GR N Z M   где M 

является максимальной в G, получаем противо-
речие. Значит, A не субнормальна в G. Также 
очевидно, что 1,GA   поэтому GR T  ввиду 

утвеждения (4). Но в этом случае R является ли-
бо циклической группой, либо p -группой, что 

невозможно ввиду пунктов (2) и (4). 
Значит, ,A E  следовательно pR A  и Z 

действует неприводимо на R. Очевидно, что 
( ),Z M   значит, каждая собственная подгруп-

па группы M действует неприводимо на R. Из 
этого факта получаем,  что каждая максимальная 
подгруппа из M – циклическая. Значит, 2q   и, 

следовательно, | | ,R p  что противоречит 

пункту (4).                                                                
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