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Аннотация. Все рассматриваемые группы конечны. Пусть G – группа,  – некоторое разбиение множества всех про-

стых чисел ,  то есть { },i i I   ∣  где i
i I

   и i j    для всех ,i j  ( ) { (| |) }.i iG G      ∣  Группа 

G называется -примарной, если G является i -группой для некоторого ( ).i i G  Мы говорим, что G является  

-башенной группой, если либо 1,G   либо G имеет нормальный ряд 0 1 11 n nG G G G G       такой, что 

1/k kG G   – i -группа, ( ),i G   а / kG G  и 1kG   являются i -группами для всех 1, ,k n  . Подгруппа A группы G 

называется -субнормальной в G, если существует ряд подгрупп 0 1 tA A A A G      такой, что либо 1 ,i iA A   

либо факторгруппа 1/ ( )
ii i AA A  является -примарной, для всех 1, , .i t   В данной статье мы доказываем, что нееди-

ничная разрешимая группа G является -башенной группой, если для каждого ( ),i G   где | ( ) | ,G n   холлова  

i -подгруппа группы G сверхразрешима и каждая ( 1)n  -максимальная подгруппа группы G -субнормальна в G. 

Тем самым мы даем положительный ответ на вопрос 4.8 из [1] в классе всех разрешимых групп со сверхразрешимыми 
-холовыми подгруппами. 
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Abstract. All considered groups are finite. Let G be a group,  some partition of the set of all primes ,  i. e. { },i i I   ∣  

where i
i I

   and i j    for all ,i j  ( ) { (| |) }.i iG G      ∣  A group G is called -primary if G is a  

i -group for some ( ).i i G  We say that G is a -tower group if either 1G   or G has a normal series 

0 1 11 n nG G G G G       such that 1/k kG G   is a i -group, ( )i G  , while / kG G  and 1kG   are i -groups for all 

1, , .k n   A subgroup A of G is said to be -subnormal in G if there is a  subgroup chain  0 1 tA A A A G      such that  

either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A  is -primary for all 1, , .i t   In this article, we prove that a non-identity soluble group G is a  

-tower group if for each ( ),i G   where | ( ) | ,G n   a Hall i -subgroup of G is supersoluble and every ( 1)n  -maximal 

subgroups of G is -subnormal in G. Thus, we give a positive answer to Question 4.8 in [1] in the class of all soluble groups 
with supersoluble -Hall subgroups. 
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Введение 
Все рассматриваемые в статье группы ко-

нечны и G всегда обозначает группу. Кроме того, 
  – это множество всех простых чисел,     и 

\ ;  �  группа G называется -замкнутой, если 
G имеет нормальную холлову -подгруппу. Если 
n – целое число, то символ ( )n  обозначает 

множество всех простых чисел, делящих n; как 
обычно, ( ) (| |),G G    множество всех простых 
чисел, делящих порядок группы G. 

В дальнейшем  – некоторое разбиение ,  

т. е. { },i i I   ∣  где i
i I

   и i j     

для всех .i j  Мы пишем 

МАТЕМАТИКА
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( ) { ( ) }i in n      ∣  и ( ) (| |).G G    

Напомним некоторые понятия теории  
-свойств группы (см., например, [1]–[12]). 

Группа G называется: -примарной, если G 
является i -группой для некоторого ( );i i G   

-разрешимой, если каждый главный фактор G 
является -примарным; -нильпотентной, если 
либо 1,G   либо 1( ) { , , }tG      и 

1 ,tG G G    где iG  – холлова i -подгруппа 

группы G для всех i. 
Группу G называют группой с силовской 

башней, если 1G   или G имеет нормальный ряд 

0 1 11 t tG G G G G       такой, что 1/i iG G  – 

p-группа, ( ),p G  / iG G  и 1iG   – p -группы 

для всех 1, , .i t  . 

Мы говорим, что G является -башенной 
группой, если либо 1,G   либо G имеет нор-

мальный ряд 0 1 11 t tG G G G G       та-

кой, что 1/i iG G   – i -группа, ( ),i G   а 

/ iG G  и 1iG   являются i -группами для всех 

1, , .i t   

В классическом случае, когда 1     
{{2},{3}, }:   группа G 1 -разрешима (соот-

ветственно 1 -нильпотентна) тогда и только то-
гда, когда G разрешима (соответственно нильпо-
тентна); G является 1 -башенной группой тогда 
и только тогда, когда G является группой с си-
ловской башней. Подгруппа A группы G является 

1 -субнормальной тогда и только тогда, когда 
она субнормальна в G. 

Напомним, что подгруппа A группы G на-
зывается: -субнормальной в G [1], если сущест-
вует цепь подгрупп  

0 1 tA A A A G      
такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )

ii i AA A   явля-

ется -примарной группой, для всех 1, ,i t   

(здесь 1( )
ii AA   – наибольшая нормальная под-

группа группы ,iA  содержащаяся в 1).iA   

Если  

1 1 0 ,n nM M M M G           (0.1) 

где iM  – максимальная подгруппа в 1iM   для 

всех 1, , ,i n   то цепь (0.1) называется макси-

мальной цепью группы G длины n, а nM  ( 0)n   

является n-максимальной подгруппой группы G. 
Пусть     и \ .     Подгруппа H 

группы G называется холловой  -подгруппой 
группы G, если H является  -группой (т. е. 

( ) )H    и | G : H | является  -числом (т. е. 

(| : |) );G H     H называется -холловой под-

группой группы G, если H является холловой  
 -подгруппой группы G для некоторого .  

Целью данной работы является анализ си-
туации, представленной в следующем вопросе 
(см. вопрос 4.8 в [1] или вопрос 7.22 в [13]):  

Пусть G – -разрешимая группа и | ( ) | .G n   

Предположим, что каждая ( 1)n  -максималь-

ная подгруппа группы G -субнормальна. Верно 
ли тогда, что G является -башенной группой? 
 Следуя [6], [14], мы говорим, что группа G 
имеет -высоту Спенсера ( )h G  равную n, если 
каждая максимальная цепь подгрупп из G длины 
n содержит -субнормальную подгруппу группы 
G и в группе G существует по крайней мере одна 
максимальная цепь длины n – 1, которая не со-
держит -субнормальных подгрупп группы G. 

Основными результатами работы являются 
следующие: 

Теорема 0.1. Пусть группа G разрешима и 
для каждого ( )i G   холлова i -подгруппа из 
G является сверхразрешимой. Тогда если  

( ) | ( ) | 1,h G G     
то G является -башенной группой. 

Теорема 0.2. Пусть группа G разрешима и 
для каждого ( )i G   холлова i -подгруппа из 

G является сверхразрешимой, где ( ) .G n   То-

гда если каждая ( 1)n  -максимальная подгруппа 

группы G -субнормальна в G, то G является  
-башенной группой. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Лемма 1.1 [1, Лемма 2.4]. Пусть A, K и n – 

подгруппы группы G. Предположим, что A -суб-
нормальна в G и n нормальна в G. 

(1) A K  -субнормальна в K. 
(2) Если N K  и /K N  -субнормальна в 

/ ,G N  то K -субнормальна в G. 
(3) Если ,K E G   где K -субнормальна в 

E, тогда /KN N  -субнормальна в / .NE N   
(4) Если A является холловой  -подгруппой 

в G, то A нормальна в G. 
(5) Если B – -субнормальная подгруппа 

группы G, то ,A B   и A B  -субнормальны в G. 
(6) Если G – -разрешима и A является  

i -группой для некоторого i, то ( ).
i

A O G  

 Лемма 1.2 [15, Теорема 21.3]. 
(1) В разрешимой неединичной группе ми-

нимальная нормальная подгруппа является эле-
ментарной абелевой p-подгруппой для некоторо-
го простого p. 

(2) В разрешимой неединичной группе мак-
симальные подгруппы имеют примарные индексы. 

(3) Главные факторы разрешимой нееди-
ничной группы являются элементарными абеле-
выми примарными группами. 

(4) Композиционные факторы разрешимой 
неединичной группы имеют простые порядки. 
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Лемма 1.3. Пусть G – такая группа, что 
( ) 0.h G   Тогда справедливы следующие ут-

верждения: 
(1) если M не является -субнормальной 

максимальной подгруппой группы G, то 
( ) ( ) 1;h M h G    

(2) если R – нормальная подгруппа группы 
G, то ( / ) ( ).h G R h G    

Доказательство. (1) Пусть ( ).n h G  По-

скольку M не является -субнормальной под-
группой в G, то в любой максимальной цепи  

1 2 1 0n nM M M M M      
из M длины 1n   некоторый элемент M  явля-
ется -субнормальной подгруппой в G и, следо-
вательно, -субнормальной подгруппой в M по 
лемме 1.1 (1). Поэтому ( ) 1.h M n    

(2) Если 

1 1 0/ / / / /m mM R M R M R M R G R     

максимальная цепь в / ,G R  все элементы кото-
рой не являются -субнормальными подгруппа-
ми в / ,G R  то все элементы 1, ,mM M  макси-

мальной цепи 1 1 0m mM M M M G     

группы G не являются -субнормальными под-
группами в G по лемме 1.1 (2). Отсюда следует, 
что ( / ) .h G R n                                                      

Пусть F  – класс групп, содержащий все 

группы единиц; GF  обозначает пересечение всех 
нормальных подгрупп n группы G с / ;G N F  
GF  есть произведение всех нормальных под-

групп n группы G с .N F  Класс F  называется: 
формация если для каждой группы G каждый 
гомоморфный образ /G GF  принадлежит ;F  
класс Фиттинга, если для каждой группы G ка-
ждая нормальная подгруппа группы GF  принад-

лежит .F  Класс F  называется: насыщенным, 

если GF  всякий раз, когда / ( ) ;G G F  на-

следственный (А.И. Мальцев [16]), если H F  
всякий раз, когда .H G F  

Лемма 1.4 [2, Теорема 1.1]. Класс N  всех 

-нильпотентных групп является наследствен-
ной насыщенной формацией Фиттинга. 

Пусть теперь   – некоторый линейный по-

рядок на . Запись i j   означает, что i  

предшествует j  в   и .i j  Мы говорим, что 

G является -башенной группой типа ,  если 

либо 1,G   либо 
1 2

( ) { , , , },
ti i iG       где 

1 2 ti i i     и G имеет нормальный ряд 

0 1 11 ,t tG G G G G       в котором для лю-

бых 1, ,j t   фактор 1/j jG G   является 
ji -груп-

пой, а 1jG   и / jG G  являются 
ji  -группами. 

Лемма 1.5. Имеют место следующие ут-
верждения: 

(1) класс всех -башенных групп замкнут 
относительно взятия гомоморфных образов; 

(2) класс всех -башенных групп типа   

является наследственной насыщенной формаци-
ей Фиттинга. 

Доказательство леммы осуществляется не-
посредственной проверкой. 
 

2 Основной результат 
Доказательство теоремы 0.1. Предполо-

жим, что утверждение теоремы неверно, и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 
любой собственный фактор /H K  группы G 
такой, что ( / ) | ( / ) | 1h H K H K     является  

-башенной группой. 
Заметим, что поскольку G разрешима, то G 

имеет холлову  -подгруппу для всех ( )G    

и, следовательно, G имеет холлову  -подгруппу 
для любого ( ).G    

Пусть n – минимальная нормальная под-
группа группы G. Тогда n – p-группа для некото-
рого ,ip  где ( ).i G   

(1) Если n – холлова i -подгруппа группы G, 

то каждая максимальная подгруппа группы G, не 
содержащая n, не является -субнормальной в G. 

Предположим, что G имеет -субнормаль-
ную максимальную подгруппу M такую, что 

.G NM  Тогда факторгруппа / GG M  -при-

марна и, следовательно, / GG M  является p-груп-

пой. Предположим, что ( ) | ( ) | 1h G G     и n 

является холловской i -подгруппой группы G. 

Тогда GG NM  и 1,GN M   поэтому 

.GG N M   Следовательно, поскольку G не яв-

ляется -нильпотентной по выбору G, GM  не 

является -нильпотентной по лемме 1.4. Поэтому 
: ( ) 1,Gk h M   GM  обладает максимальной 

цепью 

1 1 0k GM M M M      
длины 1,k   где jM  не является  -субнормаль-

ной в GM  для всех 1, , 1j k    и во всякой 

максимальной цепи подгрупп  

1 1 0k k GL L L L M      

GM  длины k некоторая подгруппа j GL M  яв-

ляется -субнормальной в .GM  Рассмотрим ряд 

1 1 1 .kM M NM G      

Покажем, что если для некоторой собственной 
подгруппы L группы G имеет место либо 

1 ,NM L G   либо 1 1,M L NM   то подгруппа 

L не является -субнормальной в G. 
Вначале предположим, что  
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1 .GNM L G N M     
Тогда 1 .G GM L M M    Но 1M  – максимальная 

подгруппа ,GM  поэтому либо ,G GL M M   

либо 1 .GM L M   В первом случае GM L  и 

,GG NM L   противоречие. Следовательно, 

1 .GM L M   Но тогда L не является -субнор-

мальной в G по лемме 1.1 (1), так как 1M  не яв-

ляется -субнормальной подгруппой .GM  

Теперь предположим, что 1 1.M L NM   

Тогда 1 1( ) .L L NM L N M     Поэтому 

1

1 1

( )

( ) .
G G

G

L M L N M M

L N M M M

    
   

 

Следовательно, L не является -субнормальной 
подгруппой G. 

Поэтому G имеет максимальную цепь дли-
ны ,t k  в которой каждый неединичный эле-

мент G  не является -субнормальным в G. 
Отсюда следует, что ( ) ( ) 1.Gh M h G    Тогда 

( ) ( ) 1 | ( ) | .Gh M h G G      

Поскольку | ( ) | 1 | ( ) | | ( ) |GG M G       по лем-

ме 1.2 (2), то ( ) | ( ) | 1.G Gh M M     Поэтому GM  

является -башенной группой по выбору G. Но 

GG NM  и n – нормальная холлова i -под-

группа группы G. Следовательно, G является  
-башенной группой, противоречие. 

(2) Всякая не -субнормальная максималь-
ная подгруппа группы G является -башенной 
группой. 

Пусть M – не -субнормальная максималь-
ная подгруппа группы G. Тогда ввиду леммы 
1.3 (1) имееет место ( ) ( ) 1.h M h G    Посколь-

ку при этом по условию теоремы 
( ) 1 | ( ) |,h G G     то ( ) | ( ) | .h M G    В силу 

разрешимости группы G имеют место неравенст-
ва | ( ) | 1 | ( ) | | ( ) | .G M G       Поэтому 

( ) | ( ) | 1h M M     и M является -башенной 

группой по выбору G. 
(3) Если ( ),j G   то всякая холлова  

j -подгруппа группы G не является -субнор-

мальной в G. 
 Пусть H – холлова j -подгруппа группы G. 

Допустим, что H -субнормальна в G. Тогда в 
силу леммы 1.1 (4) подгруппа H нормальна в G. 
Поскольку ( )j G   и 1,H   то в группе G 

найдется минимальная нормальная подгруппа K 
такая, что .K H  

Предположим, что .K H  Тогда 
( / ) ( )G K G    и ( / ) ( )h G K h G   

по лемме 1.3 (2). Значит, предположение верно 
для / ,G K  поэтому /G K  является -башенной 

группой. Следовательно, ввиду леммы 1.5 (1), 
-башенной группой является также и группа 

/ .G H  Но тогда G – -башенная группа, так как 
H – холлова j -подгруппа группы G. Противо-

речие. Следовательно, .K H  Тогда для некото-
рой максимальной подгруппы M группы G име-
ем .G KM  Если M – -башенная группа, то 

/ / / ( )G H G K M M K   – -башенная груп-

па по лемме 1.5 (1). И снова G является -ба-
шенной группой, так как H – холлова j -под-

группа в G, противоречие. Поэтому M не являет-
ся -башенной группой, а значит, M -суб-
нормальна в G ввиду утверждения (2).  

Рассуждая так же, как в утверждении (1), 
получаем ( ) ( ).Gh M h G   Но тогда  

( ) 1 ( ) | ( ) | 1Gh M h G G       

и | ( ) | | ( ) | 1,GM G     так как K является холло-

вой j -подгруппой группы G. Значит, 

( ) | ( ) | 1.G Gh M M     
Поэтому GM  является -башенной группой по 

выбору G. Но, GG KM  и K – нормальная хол-

лова j -подгруппа группы G. Следовательно, G 

является -башенной группой. Полученное про-
тиворечие завершает доказательство утвержде-
ния (3). 

(4) Для любой минимальной нормальной под-
группы n группы G группа /G N  является -ба-
шенной, поэтому ( ) 1.G   

В силу утверждения (3) и леммы 1.3(2) име-
ем ( / ) ( )G N G    и ( / ) ( ).h G N h G   Тогда 

имеет место  
( / ) ( ) | ( ) | 1 | ( / ) | 1.h G N h G G G N         

Следовательно, /G N  является -башенной 
группой по выбору G. 

Если теперь ( ) 1,G   то в группе G най-

дется минимальная нормальная подгруппа 
( ).K G   Тогда /G K  является -башенной 

группой и, значит, / ( )G G  является -башен-

ной группой по лемме 1.5 (1). Но тогда / ( )G G  

является -башенной группой типа   для неко-

торого подходящего линейного порядка   на . 

Применяя теперь лемму 1.5 (2) заключаем, что G 
является -башенной группой типа .  Это про-

тиворечие показывает, что ( ) 1G   и завершает 

доказательство утверждения (4).  
(5) Если n – минимальная нормальная j -под-

группа в G, M – такая максимальная подгруппа в 
G, что ,G NM  то M имеет нормальный ряд 

1 1 0 ,nM M M M      где 1/k kM M   –  

ki
 -группа простого порядка, а 1kM   и / kM M  
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являются 
ki
 -группами для всех 0,1, , 2.k n    

Кроме того, 1nM   является холловой цикличе-

ской m -подгруппой порядка sq  для некоторого 

( ) \{ }m jq G    и максимальная подгруппа в 

1nM   -субнормальна в G. Поэтому M и /G N  

сверхразрешимы. 
Предположим, что M -субнормальна в G. 

Тогда / GG M  является -примарной группой, 

поэтому / GG M  является -башенной группой 

типа   для любого линейного порядка   на . 

Тогда / ( )GG G N M  является -башенной 

группой по утверждению (4) и лемме 1.5 (2). Это 
противоречие показывает, что M не является  
-субнормальной в G. Поэтому M – -башенная 
группа по утверждению (2). 

Из утверждения (3) следует, что 
| ( ) | | ( ) | .n G M     

Тогда M имеет ряд подгрупп  

1 1 01 ,n nM M M M M       

где kM  – нормальная подгруппа группы M и 

1/k kM M   является 
ki

 -группой и 1kM   и / kM M  

являются 
ki
 -группами для всех 0,1, , 1.k n    

Если 1nM   – j -группа, то 1nNM   – нор-

мальная холлова j -подгруппа группы G, что 

противоречит утверждению (3). Следовательно, 

1nM   является холловой m -подгруппой группы 

G для некоторого .m j  Значит, 1nM   не являет-

ся -субнормальной в G в силу утверждения (3). 
Поэтому всякая подгруппа A группы M, содер-
жащая 1,nM   не является -субнормальной в G, 

так как 1nM   нормальна в A. В частности, kM  не 

является -субнормальной в G для всех 1.k n   
Следовательно,  

( ) | ( ) | 1 1 | ( ) | 1.h G G n M          

Предположим, что для некоторого 1t n   
факторгруппа 1/t tM M   не имеет простой поря-

док. Тогда для некоторой -субнормальной под-
группы W группы G и некоторой n-максималь-
ной подгруппы V группы M имеем  

1 .nM V W M     
Последнее невозможно ввиду замечания из пре-
дыдущего абзаца. Следовательно, 1/k kM M   име-

ет простой порядок для всех 0, , 2.k n    По-
этому  

1 1 0nM M M M G       
– максимальная цепь подгрупп группы G длины 
n. Отсюда следует, что каждая максимальная 
подгруппа в 1nM   является -субнормальной в 

G, поскольку ( ) | ( ) | 1 1.h G G n       Так как 

при этом 1nM   не является -субнормальной в G, 

то ввиду леммы 1.1 (5) 1nM   имеет единствен-

ную максимальную подгруппу. Поэтому 1nM   

является циклической группой порядка sq  для 

некоторого ( ) \{ }.m jq G    Следовательно, 

группы M и / / ( )G N M M N  сверхразреши-

мы. Значит, утверждение (5) верно. 
(6) R – единственная минимальная нормаль-

ная подгруппа в G, поэтому ( ) .GC R R   

Предположим, что G имеет минимальную 
нормальную подгруппу .N R  Тогда ввиду ут-
верждения (4) для некоторых максимальных под-
групп M и L группы G имеют место равенства 

.G RL NM   Кроме того, / ( )G G R N  

сверхразрешима по утверждению (5), поэтому R 
и n – группы простого порядка.  

Если | | | |,R N  то .R M  Из утверждения 

(5) следует, что M имеет нормальный ряд 

1 1 0 ,nM M M M      где 1/k kM M   –  

ki
 -группа простого порядка, а 1kM   и / kM M  

являются 
ki
 -группами для всех 0,1, , 2.k n    

Кроме того, 1nM   является холловой цикличе-

ской s -подгруппой порядка mq  для некоторого 

( ) \{ }.s iq G    Если 1,nR M   то R – хол-

лова i -подгруппа группы G, что противоречит 

утверждению (3). Значит, 1nR M   и .p q  То-

гда поскольку 1 ,nM G RL    то  

1 1 1( ).n n nM M RL R M L       
Если теперь 1 1,nM L    то 1nM R   – холлова 

s -подгруппа G, последнее невозможно в силу 

утверждения (3). Поэтому 1 1nM L    и для 

циклической примарной группы 1nM   имеет ме-

сто 1 1( ),n nM R M L    где 1nM L   – нееди-

ничная p-группа и 1( ) 1,nR M L    так как 

1.R L   Противоречие. 
Поэтому | | | |R N  и RN является нормаль-

ной холловой i -подгруппой группы G, по-

скольку порядок холловой i -подгруппы в L 

является простым числом по утверждению (5). 
Это противоречие показывает, что R – единст-
венная минимальная нормальная подгруппа 
группы G и ( ) ( )G pC R R O G   в силу [17, Гл. А, 

15,6]. Поэтому выполняется (6). 
Заключительное противоречие. Из утвер-

ждения (4) следует, что для некоторой макси-
мальной подгруппы M группы G имеем 

.G R M   Пусть p – силовская q-подгруппа 
группы M, где .iq  Из пунктов (3) и (5) следу-

ет, что | |P q  и V RP  – не -субнормальная 

холлова i -подгруппа группы G. Кроме того, из 
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пункта (5) и [17, Гл. A, 1.6 (b)] следует, что V это 
пересечение всех максимальных подгрупп груп-
пы G, содержащих V. Следовательно, некоторая 
максимальная подгруппа L группы G, содержащая 
V, не является -субнормальной в G по лемме 
1.1 (5). Значит, L является -башенной группой 
по утверждению (2), и тогда V нормальна в L, так 
как ( )GC R R  по утверждению (6). Отсюда сле-

дует, что каждая подгруппа в L, содержащая V, 
не является -субнормальной в G. Но V –  
( 1)n  -максимальная подгруппа в G, поэтому 

любая 2-максимальная подгруппа V содержится 
в некоторой такой собственной подгруппе W 
группы V, которая -субнормальна в G. Если 
| | ,V pq  то p содержится в некоторой -суб-

нормальной подгруппе G, содержащейся в V, так 
как холлова i -подгруппа группы G сверхразре-

шима по предположению. Следовательно, | | ,V pq  

поэтому | |R p  и, значит, / / ( )GG R G C R  цик-

лическая, откуда следует, что V RP  нормальна 

в G, противоречие.                                                  
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