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Введение 
 Рассматриваются только конечные группы. 
Все обозначения и используемые определения 
стандартны и соответствуют принятым в [1]–[2]. 
Добавление к подгруппе X в группе G называется 
подгруппа Y такая, что .G XY  Если 1,X Y   
то подгруппа Y называется дополнением к под-
группе X в группе G. 

В 1967 г. В.А. Ведерников [3] установил 
разрешимость группы, у которой порядки всех 
классов сопряженных силовских подгрупп есть 
степени простых чисел. Поскольку порядок клас-
са сопряженных подгрупп совпадает с индексом 
нормализатора любой подгруппы из этого клас-
са, то теорему В.А. Ведерникова можно сформу-
лировать так: если нормализатор каждой силов-
ской подгруппы обладает добавлением, которое 
является силовской подгруппой группы, то груп-
па разрешима. В 2005 г. Го Веньбинь и Шам [4], 
используя классификацию простых групп, пока-
зали, что в этой ситуации можно ограничиться 
только нормализаторами силовских 2- и 3-под-
групп. Строение группы с ограничениями на до-
бавления к нормализаторам силовских подгрупп 
изучалось в работах [5]–[9]. Группы с холловыми 
добавлениями исследовались в работах [10]–[12]. 

Группа, в которой каждая силовская под-
группа циклическая, называется z-группой. Со-
гласно теореме Цассенхауза [13, IV.2.11] комму-
тант z-группы является циклической холловой 
подгруппой и фактор-группа по коммутанту то-
же циклическая. 

В настоящей работе изучается группа, в ко-
торой нормализатор каждой силовской подгруп-
пы обладает холловым z-добавлением. В частно-
сти, доказывается, что такая группа сверхразре-
шима. 

1 Вспомогательные результаты 
Добавление, которое является z-подгруп-

пой, будем называть z-добавлением. Силовскую 
p-подгруппу группы X будем обозначать через 

,pX  а ( )X  – множество всех простых чисел, 

делящих порядок группы X. 
Лемма 1.1 [1, 1.65]. Для группы G и ее си-

ловской p-подгруппы pG  справедливы следующие 

утверждения: 
(1) если N – нормальная подгруппа группы 

G, то pG N  – силовская p-подгруппа в N, а 

/pG N N  – силовская p-подгруппа в / ;G N
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(2) /  ( / ) ( ) / .G N p G pN G N N N G N N  

Пусть   – некоторое множество простых 
чисел. Напомним, что подгруппа H группы G 
называется  -холловой подгруппой, если 

( ) ,H    а индекс | G : H | не делится на про-

стые числа из .  Подгруппа H группы G называ-
ется холловой подгруппой, если H–  -холлова 
подгруппа для некоторого множества   простых 
чисел. Циклическая группа порядка m обознача-
ется через ,mC  а запись X Y  означает, что XY – 

группа, X и Y – ее подгруппы, X – нормальная 
подгруппа и 1.X Y   

Лемма 1.2 [1, 4.34]. Пусть в группе G суще-
ствует  -холлова подгруппа .G  Если N – нор-

мальная подгруппа группы G, то G N   –  -хол-

лова подгруппа в N, а /G N N  –  -холлова под-

группа в / .G N  
Лемма 1.3. Пусть A и B – подгруппы группы 

G, подгруппа A холлова в G и G = AB. 
(1) Если N – нормальная подгруппа группы 

G, то ( )( )N N A N B    и N A  – ( )A -хол-

лова подгруппа в N. 
(2) Если группа G разрешима и H – подгруп-

па в G, то ( ) ( )x yH A H B H    для некоторых 

x и ,y G  где ( )xA H  – ( )A -холлова подгруп-

па в H. 
Доказательство. (1) По лемме 1.2 подгруп-

па A N  является ( )A -холловой подгруппой в 

N, поэтому | : |N A N  не делится на простые 

числа из ( ).A  Так как | | | || | / | |G A B A B   и 

| | | || | / | |,BN B N B N   то 

| : | | : | | : || : |

| : || : |

G B A A B G BN BN B

G BN N B N

   
 

 

и | : |N B N  делится только на простые числа 

из ( ).A  Таким образом, A N  и B N  – под-

группы взаимно простых индексов в N, значит, 
( )( ).N N A N B      

(2) Пусть ( )A    и H  –  -холлова под-

группа в H. По условию группа G разрешима, 
поэтому xH A   для некоторого x G  и 

.xH H A    Пусть ( ) \G     и H   –  -

холлова подгруппа в H. Так как  -холлова под-
группа B   из B является  -холловой подгруп-

пой в G, то ( ) yH B    для некоторого y G  и 

.yH H B    Таким образом,  

( )( )x yH H H H A H B H 
      

и ( )( ).x yH H A H B    

Лемма 1.4. Пусть N – нормальная подгруп-
па группы G. Предположим, что нормализатор 
каждой силовской подгруппы группы G обладает 

холловым z-добавлением. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

(1) нормализатор каждой силовской под-
группы из N обладает холловым в N z-добавле-
нием; 

(2) нормализатор каждой силовской под-
группы из /G N  обладает холловым в /G N   
z-добавлением; 

(3) если группа G разрешима и X – подгруп-
па группы G, то нормализатор каждой силов-
ской подгруппы из X обладает холловым в X  
z-добавлением. 

Доказательство. (1) Пусть pG  – силовская 

p-подгруппа группы G. Тогда p pN G N   – 

силовская p-подгруппа в N по лемме 1.1 (1). По 
условию ( ) ,G pG N G K  где K – холлово z-до-

бавление к ( ).G pN G  По лемме 1.3 (1)  

( ( ))( ).G pN N N G N K    

Подгруппа N K  является холловой в N и 
N K  – z-подгруппа. Кроме того, 

( ) ( ),G p N pN N G N N   
поэтому ( )( ).N pN N N N K   

(2) Пусть /pG N N  – силовская p-подгруппа 

в группе / .G N  По условию ( ) ,G pG N G K  где 

K – холлова z-подгруппа. Так как  

/( ) / ( / )G p G N pN G N N N G N N  
по лемме 1.1 (2), то  

// ( ( / ))( / ).G N pG N N G N N KN N  
Подгруппа /KN N  холлова в /G N  по лемме 1.2 
и / /KN N K K N  z-подгруппа. 

(3) Пусть X – подгруппа разрешимой груп-
пы G и pX  – силовская p-подгруппа в X.  Пусть 

pG  – силовская p-подгруппа группы G, содер-

жащая .pX  По условию ( ) ,G pG N G K  где K – 

холлова в G z-подгруппа. По лемме 1.3 (2) под-
группа ( ( )) ( )a b

G pX X N G X K    для некото-

рых ,a b G  и ( )bX K  – ( )K -холлова под-

группа в X. Поскольку подгруппа ( ( ))a
G pX N G  

p-замкнута и a
pX  – силовская p-подгруппа в X и 

в ( ( )) ,a
G pX N G  то ( ( )) ( )a a

G p X pX N G N X   и 

( ( ))(( ) ).a b
X pX N X X K                                  

Замечание 1.1. Пусть X  – класс, состоящей 
из всех групп, в которых нормализатор каждой 
силовской подгруппы обладает холловым z-до-
бавлением. Ясно, что каждая диэдральная группа 
принадлежит .X  Группа 3 ,S X  где X – произ-

вольная 2-группа, тоже принадлежит .X  Здесь 

3S  – симметрическая группа степени 3. Из лем-

мы 1.4 следует, что X  – наследственный гомо-
морф. В группе 3 3S S  нормализатор силовской 



В.С. Монахов, И.К. Чирик 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (50), 2022 76 

2-подгруппы не обладает холловым z-добавле-
нием, поэтому класс X  не замкнут относительно 
прямых произведений. В частности, X  не явля-
ется формацией и не является классом Фиттинга. 

Пример 1.1. Группа 28 6G C C   ([14, Small-
Group(168,9)]) задается следующим образом: 

4 7 6

1 1 1 5

, , 1,

, , .

G a b c a b c

ab ba cac a cbc b  

    

   

∣
 

В этой группе силовская 2-подгруппа 4 3,a c   
является диэдральной группой порядка 8. Ее 
нормализатор совпадает с нормализатором си-
ловской 3-подгруппы 2c   и является нильпо-
тентной {2,3} -холловой подгруппой. Силовская 

7-подгруппа b    нормальна. Поэтому ,GX  
причем группа G не является z-группой и не-
нильпотентна. 
 

2 Сверхразрешимость группы с холло-
выми z-добавлениями к силовским нормали-
заторам 

Теорема 2.1. Если в группе G нормализатор 
каждой силовской подгруппы обладает холло-
вым z-добавлением, то группа G содержит хол-
лову нормальную z-подгруппу H, фактор-группа 

/G H  нильпотентна и каждая силовская под-
группа в /G H  нециклическая. В частности, 
группа G сверхразрешима. 

Доказательство. Воспользуемся индукцией 
по порядку группы. Если силовская 2-подгруппа 

2G  группы G циклическая, то G 2-нильпотентна 

[13, IV.2.8]. Пусть 2G  нециклическая. Тогда хол-
лово z-добавление к нормализатору каждой си-
ловской подгруппы имеет нечетный порядок. По 
теореме Кондратьева [15], доказательство кото-
рой использует классификацию простых групп, 
группа G 2-нильпотентна. Поэтому G разрешима. 
Согласно лемме 1.4 (2,3) каждая подгруппа и 
каждая фактор-группа группы G удовлетворяет 
условию теоремы. По индукции каждая собст-
венная в G подгруппа сверхразрешима. Если G 
несверхразрешима, то ,G P U   P – нецикличе-
ская силовская в G подгруппа и других нормаль-
ных в G силовских подгрупп нет [2, теорема 
26.3]. Если Q – силовская подгруппа, отличная от 
P, то P не содержится в ( ),GN Q  поэтому под-
группа P должна быть циклической, противоре-
чие. Значит, группа G сверхразрешима. 

Пусть группа G ненильпотентна и не явля-
ется z-группой и пусть ( ) ,G    где   – 
множество всех простых чисел r, для которых 
силовская r-подгруппа группы G циклическая, а 

( ) \ .G     Так как G не является z-группой, то 

.    Поскольку G ненильпотентна, то сущест-
вует ненормальная в G силовская подгруппа Q и 
холлово z-добавление к ( )GN Q  будет неединич-

ной подгруппой. Значит, .    

Пусть { }r rG G G   – { }r  -холлова под-

группа в G для .r  Если rG  не нормальна в 

,rG G  то холлово z-добавление к ( )
rG G rN G


 в 

подгруппе rG G  содержит qG  для некоторого 

q  и подгруппа qG  должна быть цикличе-

ская, противоречие. Поэтому rG  нормальна в 

.rG G  Если r – наибольшее в ,  то rG  нормаль-

на в G  и rG  нормальна в G. Согласно лемме 

1.4 (2) фактор-группа / rG G  удовлетворяет усло-

вию теоремы. По индукции / rG G  содержит 

холлову нормальную z-подгруппу / ,rH G  фак-

тор-группа ( / ) / ( / )r rG G H G  нильпотентна и 

каждая силовская подгруппа в 
( / ) / ( / ) /r rG G H G G H  

нециклическая. Поэтому H G  – нормальная в 

G холлова z-подгруппа и каждая силовская в 
/G G  подгруппа нециклическая.                          

Следствие 2.1.1 [5]. Если в группе G норма-
лизатор каждой силовской подгруппы обладает 
циклическим холловым добавлением, то группа G 
сверхразрешима. 

Замечание 2.1. В условиях теоремы ограни-
читься нормализаторами силовских 2- и 3-под-
групп нельзя. Примером служит простая группа 

(2,11),PSL  в которой нормализаторы силовских 

2- и 3-подгрупп обладают холловыми z-дополне-
ниями порядка 55. 
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