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Аннотация. Предложены новые решения уравнения Гельмгольца, описывающие бездифракционные непараксиальные 
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Введение 
Волновые поля Бесселя известны уже давно 

и в своё время из-за бездифракционности произ-
вели фурор в научном мире. Немного истории. В 
1978 году Дарнин (Durnin) получил волновые 
поля Бесселя и впервые показал [1], что идеаль-
ные поля Бесселя являются бездифракционными. 
Проведенный им эксперимент подтвердил эти 
выводы. Затем начались бурные исследования 
волновых полей Бесселя и их модификаций. 
Правда, потом выяснилось, что решения уравне-
ния Гельмгольца через функции Бесселя для фи-
зиков были описаны, по крайней мере, еще в 
1941году Стреттоном [2]. В настоящее время 
известны и другие типы волновых полей, обла-
дающие свойствами бездифракционности, одна-
ко пучки Бесселя по-прежнему продолжают вы-
зывать большой интерес во всём мире [3]–[17]. 

Для монохроматического излучения 
( ~ exp( ))E i t   волновые поля описываются 

уравнением Гельмгольца, которое, в частности, 
имеет классическое решение [17], [18] 
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Здесь 2 2 ;x y    sin( ) / ;y    cos( ) /x    – 

стандартные полярные координаты. Фазовый 

множитель ( , )f n   обычно берут в виде 

( , ) exp( ),f n in    где   – азимутальный угол, а 

0, 1, 2,..., .n n Z     

Для дальнейшего целесообразно перейти к 
безразмерным координатам и параметрам соот-
ношениями  

0 0/ ; / ;X x w Y y w   

0 0 0/ ; ; .Z z w K kw K k w     

Тогда cos( ) /X R   и волновые поля Бесселя в 

безразмерных координатах описываются выра-
жением 
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1 Смещенные волновые поля Бесселя с 

различными фазовыми множителями 
Последнее выражение можно обобщить, ес-

ли ввести  комплексные сдвиги для поперечных 
координат X и Y соотношениями 0 ,sX X iX   

0 .sY Y iY   Такой формализм недавно предло-

жили Ковалев и Котляр [4], [10], [11]. Практиче-
ски авторы применяли вещественный сдвиг по X 
и чисто мнимый сдвиг по Y, чтобы упростить 
получающиеся выражения. Такие моды авторы 
назвали асимметричными модами Бесселя.  
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Их можно также называть децентрированными. 
Недавно [16] обсуждались более общие смещён-
ные пучки Бесселя, когда поперечные координа-
ты становились комплексными за счет парамет-
ров смещения и  которые могут быть в общем 
случае комплексными. 

Хотя параметры смещения 0X  и 0Y  в об-

щем случае могут быть комплексными, их мни-
мые части приводят просто к смещению начала 
координат и не приводят к каким-либо физиче-
ским следствиям. Поэтому в дальнейшем будем 
полагать 0X  и 0Y  вещественными. 

Плаченов [5] волновые пучки такого типа 
называет смещенными (shifted). Мы, в дальней-
шем, обсуждаемые пучки Бесселя также будем 
называть смещенными. В работах [16], [5] обсу-
ждались смещенные поля Бесселя с произволь-
ными комплексными смешениями поперечных 
координат. Индекс s у таких поперечных коор-
динат означает, что координата смещенная 
(shifted). 

Комплексную амплитуду смещенных вол-
новых полей Бесселя в безразмерных координа-
тах теперь можно записать, как 
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Бездифракционные непараксиальные сме-
щенные моды Бесселя (1.1) [4], [16] зависят от 
трех переменных ( , , )X Y Z  и пяти параметров 

0 0( , , , , )K K X Y n . Здесь 2 2
s s sR X Y   и попе-

речные координаты ( , )s sR   – уже комплексные, 

поэтому функция Бесселя и фазовый множитель 
являются комплекснозначными функциями. Со-
гласно справочнику Абрамовиц [19], цилиндри-
ческие функции 1 рода функции Бесселя  nJ z  – 

аналитические функции от z во всей комплекс-
ной области, разрезанной вдоль отрицательной 
части действительной оси. Все функции  nJ z  

многозначны и имеют 0z   точкой ветвления.  
 Фазовый множитель ( , ) exp( )s sf n in    

для смещенных полей Бесселя (1.1) можно пред-
ставить явно через комплексную фазу s  в раз-

личных формах: 

1 1( , ) exp( arccos( / ));s s s sf n i n X R   

2 2( , ) exp( arcsin( / ));s s s sf n i n Y R   

3 3( , ) exp( ( / ));s s s sf n i n arctg Y R   

4 4( , ) exp( ( , )).s s s sf n i n arctg Y Y         (1.2) 

 Кроме того, фазовый множитель ( , )sf n  

можно также представить в различных неявных 
формах: 
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 В итоге для фазового множителя ( , )sf n  

смещенных полей Бесселя (1.1) мы можем взять 
семь различных выражений. Компьютерное мо-
делирование с помощью системы компьютерной 
математики Mathematica показало, что первые 
два выражения 1 1( , )s sf n  и 2 2( , )s sf n  приводят 

к разрывам интенсивности полей Бесселя. Из-
вестно, что, с математической точки зрения, в 
общем случае, согласно [20], у функции Бесселя 
1 рода аргумент z и порядок (или индекс) n могут 
быть произвольными комплексными числами. 
Однако мы ищем физически приемлемые реше-
ния, чтобы поверхности интенсивности волно-
вых полей Бесселя были без разрывов и изломов, 
т. е. физически реализуемые поля. Поэтому 

1 1( , )s sf n  и 2 2( , )s sf n  непосредственно нельзя 

использовать. Оставшиеся пять выражений 

3 3 7 7( , ) ( , )s s s sf n f n    дают одинаковые поверх-

ности интенсивности, без разрывов и изломов, 
т. е. физически реализуемые. Заметим, что в ли-
тературе в качестве фазового множителя для 
волновых полей до сих пор использовался [4], 
[10], [11] только фазовый множитель 5 5( , ).s sf n  

 Как известно [19], [20], обратные тригоно-
метрические функции арктангенс, арккосинус, 
арксинус и логарифм являются многозначными 
функциями комплексных аргументов. Поэтому 
при численных расчетах они могут приводить к 
различным результатам. Это связано с тем, что 
системы компьютерной математики (Maple, 
Mathematica и др.) при расчётах многозначных 
комплексных функций обычно выбирают их 
главное значение, поэтому результаты числен-
ных расчетов могут различаться. 
 

2 Смещенные поля Бесселя с явными 
азимутальными зависимостями  
 Кроме фазового множителя ( , )sf n  можно 

использовать множители с явными азимутальны-
ми зависимостями типа ( , ) cos( )s sf n n    или 

( , ) sin( ).s sf n n    Множитель cos( )sn  лучше 

применять, чем sin( ),sn  так как при 0n   

функция sin( ) 0.sn   C математической точки 

зрения выражения с различными фазовыми 
функциями exp( )in  и cos( )sn  совершенно 

равноправны, одинаково пригодны и удовлетво-
ряют соответствующему уравнению Гельмголь-
ца. Однако в подавляющем большинстве публи-
каций фазовая функция ( , )f n  для волновых 

полей Бесселя берется в форме exp( ).in  Это,  
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по-видимому, можно объяснить только упроще-
нием расчетов. Но встречаются для полей Бессе-
ля и альтернативные зависимости cos( ) :n  [6], 

[9], [12]–[14], [18]–[27] и др. Цилиндрические 
векторные пучки с зависимостью cos( )n  обсу-

ждались недавно в [7] и [8]. 
 Фазовые множители ( , ) exp( )s sf n in      
получаются из (1.2), (1.3) заменами ( ).n n   

Так как по формулам Эйлера  
cos( ) (exp( ) exp( )) / 2,sn in in       

то из 1sf  – 4sf  имеем четыре различных кор-

ректных выражения для фазового множителя 
cos( ).sn  Кроме этого, как показывает компью-

терное моделирование интенсивности поля, еще 
для корректных представлений множителя 
cos( )sn  можно применять взаимозаменяемые 

выражения 5sf  – 7 .sf  Итого – 4 + 6 = 10 пред-

ставлений явного фазового множителя cos( ).sn  

Среди них выделяется множитель 
cos( ) cos( arccos( / )) ( / ),s s s n s sn n X R T X R    

где ( / )n s sT X R  – полином Чебышева 1 рода. 

 Все эти 10 выражений для явной азиму-
тальной зависимости ( , ) cos( )s sf n n    в (1.1) 

эквивалентны, как показывает компьютерное 
моделирование с помощью системы Mathematica. 
Они дают одинаковые поверхности интенсивно-

сти 
2
.nE  Кроме того, для смещенных полей 

Бесселя можно использовать также модули ве-

щественной 
2

Re( )nE  и мнимой 
2

Im( )nE  частей 

комплексной амплитуды ,nE  используя множи-

тели (1.2) и (1.3). 
 Аналогично выводим, используя формулы 
Эйлера, еще 10 представлений явного фазового 
множителя sin( ).sn  

 Проведено графическое моделирование ин-
тенсивности в поперечных сечениях смещенных 
волновых полей Бесселя в зависимости от не-
скольких свободных параметров в 3D формате. 
Использовались безразмерные параметры и ко-

ординаты. Множитель  2 2exp iZ K K  не вли-

яет на характер распределения интенсивности 
поля в поперечном сечении пучка, поэтому его 
можно опустить. 

 

         
                              a) n = 1; X0 = 1.5; Y0 = 1                                                б) n = 1; X0 = 1.5; Y0 = 0 
 

         
                              в) n = 1; X0 = 1.5; Y0 = 1.5                                               г) n = 4; X0 = 1.5; Y0 = 1.5 
 

Рисунок 2.1 – 3D графики интенсивности cмещенных полей Бесселя: 
a) с азимутальной зависимостью 1 1( , ) exp( arccos( / ));s s s sf n i n X R   

б) – г) с азимутальной зависимостью   5 5( , ) ( ) / .
n

s s s s sf n X iY R    
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                              a) n = 1; X0 = 0; Y0 = 0                                                б) n = 1; X0 = 1.5; Y0 = 0 
 

         
                              в) n = 1; X0 = 1.5; Y0 = 1.5                                               г) n = 2; X0 = 1.5; Y0 = 1.5 

 

Рисунок 2.2 – 3D графики интенсивности cмещенных полей Бесселя с явной азимутальной зависимостью 
cos( ) cos( arccos( / )) ( / ).s s s n s sn n X R T X R    

 
 В качестве примеров на рисунках 2.1 и 2.2 
изображены 3D графики интенсивности смещен-
ных полей Бесселя в поперечном сечении. Пола-
гаем во всех случаях A = 1. Интенсивность пучка 
в каждой точке поперечного сечения рисунков 
2.1 и 2.2 пропорциональна ординате пространст-
венной фигуры. 
 Анализируя результаты графического моде-
лирования интенсивности в поперечных сечени-
ях смещенных волновых полей Бесселя можно 
сделать следующие выводы. 
 При увеличении 0X  0( )Y  центральный мак-

симум постепенно возрастает и смещается соот-
ветственно вдоль оси Х (Y) – рисунки 2.1, б) и 
2.1, в). Если параметры  0 0 0X Y   и возраста-

ют, то приближенно картина интенсивности по-
ворачивается вокруг оси Z на / 4.  
 Если волновые поля Бесселя несмещенные, 
т. е. 0 0 0,X Y   то n – порядок оси симметрии 

поля Z. Увеличение порядка n приводит к посте-
пенному смещению пиков интенсивности, воз-
растанию амплитуды максимума и постепенному 
подавлению интенсивности остальных колец – 
рисунок 2.1, г). 
 С увеличением Z картина интенсивности 
постепенно расплывается, что естественно. Из 
рисунков 2.1 и 2.2 видно, что комплексное 

смещение поперечных координат приводит к 
нарушению цилиндрической симметрии волно-
вых полей Бесселя и возникновению асимметрии 
интенсивности. 

Основными результатами настоящей рабо-
ты являются выражения (1.2)–(1.3). В частных 
случаях наши выражения эквивалентны выраже-
ниям для аB-мод, обсуждаемых в работах [4], 
[10], [1]. 
 

Заключение 
Задача перехода от стандартных полей Бес-

селя к смещенным полям Бесселя с явными ази-
мутальными зависимостями является нетриви-
альной. Показательно, что авторы работ [4], [10], 
[11] избегают явного введения комплексных по-
лярных переменных   и   и оставляют лишь 

комплексифицированные декартовы координаты 
x и y. 

В данной работе вводятся новые типы пуч-
ков – смещенные непараксиальные волновые 
поля Бесселя с различными азимутальными за-
висимостями. Такие моды характеризуются пя-
тью свободными параметрами: дискретным ве-
шественным индексом (n) и четырьмя комплекс-
ными непрерывными параметрами 0 0( , , , ).K K X Y  

Введенные здесь моды в частном случае редуциру-
ются к aB-модам Котляра и Ковалева [4], [10], [11]. 
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Бóльшая часть выражений для фазового 
множителя приводит к эквивалентным картинам 
интенсивности. Однако некоторые 1( sf  и 2 )sf  

приводят к разрывам поверхности интенсивно-
сти, что физически недопустимо и поэтому их 
применять нельзя. 
 Проведенное графическое моделирование 
интенсивности смещенных непараксиальных 
волновых полей Бесселя с различными азиму-
тальными зависимостями показало значитель-
ную асимметрию таких мод, которая возрастает 
при увеличении комплексного смещения попе-
речных координат. 
 Для неявной азимутальной зависимости 
типа exp( )sin  можно применять любой из фа-

зовых множителей (1.3). 
Для явной азимутальной зависимости пред-

почтительнее пользоваться фазовым множителем 
в форме cos( ) ( / )s n s sn T X R   или даже вещест-

венными либо мнимыми частями полной ком-
плексной амплитуды электрического поля волны. 
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