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Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Для лучшего понимания и удобства чтения 
работы можно использовать монографии [1], [2]. 
Максимальные подгруппы занимают централь-
ное место при изучении влияния свойств задан-
ной системы подгрупп на строение группы. В [3] 
В.А. Белоноговым был получен замечательный 
результат: если группа G имеет 3 попарно несо-
пряженные нильпотентные максимальные под-
группы, то G нильпотентна. Отметим, что Б. 
Хефлинг для данного натурального числа 3n   
привел пример [4, Example 2.4] несверхразреши-
мой группы, которая имеет n классов попарно 
несопряженных сверхразрешимых максималь-
ных подгрупп. С другой стороны, А.Ф. Василье-
вым в [5] было доказано, что если разрешимая 
группа содержит три попарно несопряженные 
ненормальные сверхразрешимые максимальные 
подгруппы, то она сверхразрешима. В настоящей 
работе нами получено следующее обобщение 
этого результата. 
 Теорема A. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, состоящая из групп с нильпотентным ком-
мутантом. Если разрешимая группа G имеет 3 

попарно несопряженные ненормальные макси-
мальные подгруппы, принадлежащие ,F  то G 
принадлежит F.  

Из теоремы A можно извлечь новые, ранее 
неизвестные следствия для конкретных форма-
ций. Приведем некоторые из них. Напомним [6], 
что подгруппа Н группы G называется модуляр-
ной в G, если: 

1) , ,X H V X H V        для всех ,X G  
V G  таких, что ;X V  

2) , ,H W V H W V        для всех ,W G  
V G  таких, что .H V   

Подгруппа R группы G называется субмо-
дулярной в G [7], если R можно соединить с G 
рядом подгрупп 0 1 1t tR R R R R G      

таких, что 1iR   модулярна в iR  для 1, , .i t   

Сверхразрешимая группа называется сильно 
сверхразрешимой [8], если ее любая силовская 
подгруппа субмодулярна в ней. 

Согласно [8] класс sU  всех сильно сверх-
разрешимых групп образует S-замкнутую насы-
щенную формацию. 

Следствие A.1. Если в разрешимой группе 
G имеется по крайней мере 3 попарно  
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несопряженные ненормальные сильно сверхраз-
решимые максимальные подгруппы, то сама G 
сильно сверхразрешима. 

Следствие A.2. Если в разрешимой группе 
G имеется по крайней мере 3 попарно 
несопряженные ненормальные максимальные 
подгруппы, имеющие нильпотентный комму-
тант, то сама G имеет нильпотентный ком-
мутант. 

Для формулировки следующей теоремы B 
приведем необходимые сведения из работы [9]. 

Подгруппа R группы G является  -субнор-
мальной в G, если либо ,R G  либо R  можно 
соединить с G цепью подгрупп 

0 1 1k kR R R R R G       

такой, что 1| : |j jR R  – простое число для любого 

0,1, , 1.j k    

Группа G называется w-сверхразрешимой 
[9], если любая силовская подгруппа группы G 
является  -субнормальной в G. Класс wU  всех 
w-сверхразрешимых групп образует наследст-
венную насыщенную формацию. 

Теорема B. Если группа G имеет 3 попарно 
несопряженные w-сверхразрешимые максималь-
ные подгруппы и ее обобщенный коммутант G  
нильпотентен, то группа G является w-сверх-
разрешимой. 

Исходным результатом заключительной 
теоремы C работы служит следующая теорема, 
полученная А.Ф. Васильевым в заметке [10]: Ес-
ли группа G содержит 4 попарно несопряженные 
сверхразрешимые максимальные подгруппы, из 
которых 2 нормальны, а 2 ненормальны в G, то G 
сверхразрешима. 

Теорема C. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, составленная из метанильпотентных групп. 
Если группа G имеет 4 попарно несопряженные 
максимальные подгруппы, принадлежащие ,F  из 
которых 2 нормальны, а 2 ненормальны в G, то 
G принадлежит .F  

Следствие C.1. Если группа G имеет 4 по-
парно несопряженные максимальные подгруппы, 
имеющие нильпотентный коммутант, причем 2 
из них нормальны, а 2 ненормальны в G, то G 
имеет нильпотентный коммутант. 

Следствие C.2. Если группа G имеет 4 по-
парно несопряженные метанильпотентные мак-
симальные подгруппы, из которых 2 нормальны, 
а 2 ненормальны в G, то G метанильпотентна. 
 

1 Предварительные сведения 
В основе работы лежат стандартные обо-

значения и определения, которые можно найти 
[1], [2]. Для удобства читателя мы приведем не-
которые из них. 

Символ   обозначает множество всех про-
стых чисел, ,    \ .    Если G – группа, 

то ( )G  обозначает множество всех простых 

делителей порядка G. Подгруппа H группы G 
называется  -подгруппой, если ( ) .H    

( )pO G  – наибольшая нормальная p-подгруппа G, 

, ( )p pO G  – наибольшая нормальная p-нильпо-

тентная подгруппа G (p-нильпотентный радикал 
G) для ;p  ( )F G  – наибольшая нормальная 

нильпотентная подгруппа (подгруппа Фиттинга) 
группы G; ( )G  – подгруппа Фраттини группы 

G;  G N M   – полупрямое произведение под-
групп M и n (N G  и 1);N M   1 – единичная 

группа (подгруппа). 
Пусть для класса групп F  выполняется, 

1) если GF  и ,N G  то / ;G N F  

2) если iN G  и / iG N F  ( 1,2),i   то 

1 2/ .G N N F  Тогда F  называется формацией. 

Из определения формации следует, что в любой 
группе G всегда найдется наименьшая нормаль-
ная подгруппа GF  такая, что / .G G F F  

Формация F  насыщенна, если из 

/ ( )G G F  всегда следует, что .GF  Класс 

групп F  называется S-замкнутым (наследствен-
ным), если из L G F  получаем .LF  
 Напомним [11, с. 751], что A-группой назы-
вается разрешимая группа с абелевыми силов-
скими подгруппами. Класс   всех A-групп об-
разует наследственную формацию. 
 -корадикал G  группы G называется также 
обобщенным коммутантом [9]. 

Будем использовать следующие обозначения: 
S  – класс всех разрешимых групп; 
N  – класс всех нильпотентных групп; 
NA  – класс всех групп, имеющих нильпо-

тентный коммутант 
2N  – класс всех метанильпотентных групп. 
G  – класс всех групп, 

S  – класс всех разрешимых  -групп для 

,    

p G G  для { };p   

N  – класс всех нильпотентных  -групп; 

A  – класс всех абелевых групп. 
Отображение : {f  формации} называ-

ется локальной функцией. C помощью f опреде-
ляется класс групп ( ),LF f  который состоит из 

всех групп G, у которых / ( / ) ( )GG C H K f p  

для каждого главного фактора /H K  и любого 
( / ).p H K  Если формация ( )LF fF  для 

некоторой локальной функции f, то F  называет-
ся локальной. 

Пусть ( ).LF fF  Локальная функция f – 

внутренняя для ,F  если ( )f p  F  для каждого 

простого числа p; внутренняя функция H локальной 



А.К. Фурс 
 

            Проблемы физики, математики и техники, № 1 (50), 2022 96 

формации F  называется кононической локаль-

ной функцией для ,F  если ( ) ( )pH p H pN  для 

каждого простого p. Важное свойство  
кононической локальной функции H: для любой 
внутренней локальной функции f, задающей 

( )LF fF  выполняется ( ) ( )f p H p  для каж-

дого простого p. 
Лемма 1.1 [1, A. Теорема 15.6]. Пусть G – 

примитивная разрешимая группа и M – макси-
мальная подгруппа с 1.GM   

(1) В G есть только одна минимальная 
нормальная подгруппа N, ( ) ( )GN C N F G   и 

.G N M   
(2) Если ( ),p N  то ( ) 1.pO M   

(3) Все дополнения к N в G сопряжены в G. 
Лемма 1.2 [2, лемма 4.5]. Пусть f – локаль-

ная функция определяет локально формацию .F  
Тогда и только тогда группа ,GF  когда 

,/ ( ) ( )p pG O G f p   для каждого ( ).p G  

Лемма 1.3 [9, Предложение 2.8]. Любая  
w-сверхразрешимая группа имеет силовскую баш-
ню сверхразрешимого типа (дисперсивна по Оре). 

Лемма 1.4 [9, Теорема 2.13]. Пусть группа 
G – w-сверхразрешимая группа. Тогда: 

(1) Каждая метанильпотентная подгруппа 
G сверхразрешима. 

(2) Каждая бипримарная подгруппа G 
сверхразрешима. 

(3) G имеет нильпотентный обобщенный 
коммутант. 

Лемма 1.5 [9, Теорема 2.10]. Формация 
w ( ),LF fU  где f – локальная функция такая, 

что ( )f p  совпадает с формацией всех разре-

шимых групп, имеющих абелевы силовские под-
группы, экспонента которых делит 1p   для 

каждого простого p. 
 

2 Доказательства теорем 
Доказательство теоремы А. Пусть разре-

шимая группа G – контрпример минимального 
порядка к утверждению теоремы. Тогда в G 
имеются три попарно несопряженные ненор-
мальные максимальные подгруппы 1,M  2 ,M  

3M  такие, что iM F  для каждого {1,2,3},i  

но .GF  Ясно, что G ненильпотентна. 
Из разрешимости G следует, что любая ее 

минимальная нормальная подгруппа является 
абелевой. Зафиксируем K одну из таких под-
групп. Покажем, что / .G K F  Возможны два 
случая. 

1. Пусть iG KM  для некоторого {1,2,3}.i  

Тогда / / / .i i iG K KM K M M K   F  

2. Пусть iK M  для любого 1, 2,3.i   За-

метим, что 1 / ,M K  2 / ,M K  3 /M K  – попарно 

несопряженные максимальные подгруппы фак-
торгруппы / .G K  Из iM F  и F  – формация 

следует, что /iM K F  для любого 1, 2,3.i   

Учитывая | / | | |G K G  и выбор группы G, полу-

чаем .GF  
Итак, для каждой минимальной нормальной 

подгруппы K группы G имеет место .G KF  
Это возможно только в одном случае, если K – 
единственная минимальная нормальная под-
группа G. Отсюда и насыщенности формации F  
заключаем, что ( ) 1.G   Пусть R – максималь-
ная подгруппа G, дополняющая K в G. Нетрудно 
видеть, что 1.GR   Тогда G – примитивная 

группа. Ввиду (1) леммы 1.1 ,G K R   где K – 
минимальная нормальная подгруппа G, являю-
щаяся p-подгруппой для некоторого простого 
числа p, при этом ( ) ( )GK C K F G   и RF  – 

максимальная подгруппа G с 1.GR   
По (3) леммы 1.1 все дополнения к K явля-

ются максимальными подгруппами в G и сопря-
жены в ней. Учитывая эти факты, будем пола-
гать, что ,iK M  где 1, 2.i   Применяя тожде-
ство Дедекинда, имеем 

( )i i iM M K R K M R     

для каждого 1, 2.i   Из ( )GK C K  и iK M  

вытекает, что , ( )p p iO M  является p-группой для 

любого 1,2.i   
Вспомним, что .F NA  Класс NA  ввиду 

[1, IV (b), пример 3.4] является насыщенной 
формацией и может быть задан локальной внут-
ренней функцией g со значениями ( )g p  A  для 

каждого простого p. Отсюда и F NA  следует, 
что локальная формация F  определяется внут-
ренней локальной функцией f, у которой 

( ) .f p  A  Рассмотрим локальную функцию H, 

имеющую значения ( ) ( )pH p f pN  для каждо-

го простого p. Тогда по [1, IV (a), предложение 
3.8] получаем, что H – каноническое локальное 
задание формации .F  

Учитывая, что ( )i iM K M R   F  по лем-

ме 1.2 получаем, что ( )  ( )i pM R H p f p   N  

для 1,2.i   Теперь из свойств формации ( )H p  

вытекает p-замкнутость подгруппы iM R  для 

1, 2.i   Далее заметим, что 1M R  и 2M R  
являются попарно несопряженными ненормаль-
ными максимальными подгруппами в R. Из раз-
решимости R и несопряженности 1M R  и 

2M R  по теореме Оре получаем, что  

1 2( )( ).R M R M R    

Пусть pR  – силовская p-подгруппа, pR   – 

холлова p -подгруппа группы R. Рассмотрим 
три случая. 
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1. Пусть ,p iR M R   1, 2.i   Тогда под-

группа pR  является нормальной подгруппой в 

двух несопряженных максимальных подгруппах 
группы R. Из 1 2( )( )R M R M R    следует, что 

( ) .p pO R R  Ввиду леммы 1.1 получаем, что 

( ) 1.p pO R R   Следовательно, iM R  является 

p -подгруппой ( )iM R f p   A  для 1, 2.i   

В этом случае 1 2( )( )R M R M R    является 

произведением двух ненормальных абелевых 
подгрупп R. Из [12] следует, что R нильпотентна. 
Но тогда максимальная подгруппа iM R  явля-

ется нормальной в R. Получили противоречие с 
ненормальностью iM R  в R. Этот случай не 

возможен. 
2. Предположим, что ,p iR M   1, 2.i   Из 

( )i pM R H p  N A  следует, что ( ) .pR f p   A  

Отсюда следует, что iM R  является p-замкну-

той группой для 1, 2.i   В этом случае по лемме 
11.6 из [2] получаем, что  

1 2( ) ( ) .p p pR M R M R    
Из ( )p G pR N R   следует, что pR  нормальна в R. 

Из леммы 1.1 вытекает, что 1.pR   Следова-

тельно, ( ) ( ).pR R f p H p    Из /G K F  и 

( )pF G K  по лемме 1.2 получаем, что .GF  

3. Пусть 1pR M R   и 2 .pR M R    Если 

pR  нормальна в R, то по лемме 1.1 получаем 

1.pR   Тогда iM R  является p -подгруппой 

для 1, 2.i   Далее, рассуждая как и в случае 1, 

получаем противоречие. Пусть pR  не является 

нормальной подгруппой в R. Пусть ( )i RM R  – 

ядро подгруппы iM R  в R, 1, 2.i   Для кратко-

сти обозначим 1( )RA M R   и 2( ) .RB M R   

Предположим, что 1A   и 1.B   Возможны два 
случая. 

a) Пусть 1.A B   Рассмотрим / .R A  Так 
как максимальные подгруппы 1M R  и 2M R  

не сопряжены в R, по теореме Оре получаем, что 

2( ) .M R A R   Откуда следует, 

2

2 2

/ ( ) /

/ ( ).

R A M R A A

M R M R A H p

 
   




 

Аналогично доказывается, что / ( ).R B H p  От-

сюда и из ( )H p  – формация следует, что 

/ ( ).R A B R H p   Рассуждая, как и выше 

получаем, .GF  Получили противоречие. 
б) Будем считать, что 1.A B   Возьмем 

S A B   – минимальную нормальную под-

группу R. Из ( ) 1pO R   следует, S – q-группа, где 

.q p  Рассматривая нормальную подгруппу K 

как /R S -модуль над полем pF  из p элементов 

мы можем перейти к новой группе [ ] / .T K R S  

Учитывая выполнимость для T условий теоремы, 
из | | | |T G  и выбора группы G, получаем, что 

[ ]( / ) .T K R S F  

Тогда по лемме 1.2 следует 
/ ( ) ( ).pT F T H p  Заметим, что ( )pF T  является 

p-группой. Ввиду ( ) ( )H p pH pN  получаем, что 

/ ( )  ( ).pR S H p f p  N  Учитывая, что ,(  )f p  A  

имеем / / .pR S S R S  Тогда .pR S R  По лемме 

Фраттини ( ) .R pN R S R  Вспомним, что 

1( )R pN R M R   и 1 .S M R   Получили про-

тиворечие. 
Будем считать, что либо 1,A   либо 1.B   

В этом случае R является примитивной группой. 
Тогда R имеет единственную минимальную под-
группу L, причем ( ).RL C L  Из ( ) 1pO R   сле-

дует, что L  – q -подгруппа, где .q p  Предпо-

ложим, что 1.A   Из несопряженности подгрупп 

1M R  и 2M R  получаем, что 2 .L M R   

Ввиду 2 ( )  ( )pM R H p f p   N  следует, что 

2( ) 1pO M R   и 2M R  – абелева группа. Из 

( )RL C L  следует, что 2 .M R L   Получили 

противоречие с тем, что 2M R  является не-

нормальной максимальной подгруппой в R. 
Предположим, что 1.B   Тогда из 1pR M R   

и ( )RL C L  следует, что 1.pR   Далее, рассуж-

дая как и выше, получаем противоречие.             
Доказательство теоремы B. Пусть разре-

шимая группа G – контрпример минимального 
порядка к утверждению теоремы. Тогда в G 
имеются три попарно несопряженные макси-
мальные подгруппы 1,M  2 ,M  3 ,M  принадле-

жащие w ,U  но сама G не является w -сверхраз-
решимой группой. 

Рассматривая минимальную нормальную 
подгруппу L группы G, мы, как и в теореме A, 
можем рассмотреть следующие два случая: 

1) iG LM  для некоторого 1, 2,3i   и  

2) iL M  для любого 1, 2,3.i    

Рассуждая аналогично теореме A, получим 
/ wG L U  для любой минимальной нормальной 

подгруппы L группы G. 
По лемме 1.5 формация wU  насыщена. 

Применяя стандартное рассуждение, получаем 
( ) 1G   и L  – единственная минимальная нор-

мальная подгруппа G, причем L дополняется в G 
максимальной подгруппой R с 1.GR   Это озна-

чает, что G – примитивная группа. По лемме 1.1 
,G L R   где L – p-подгруппа для некоторого 

простого числа p, причем L – самоцентрализуемая 
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подгруппа, совпадающая с подгруппой Фиттинга 
( ).F G  Еще отметим, что w .R U  Зафиксируем q – 

наибольший простой делитель среди всех дели-
телей | G |. Из wiM  U  и леммы 1.3 следует, что 

подгруппа iM  является дисперсивной по Оре, 

1, 2,3.i   В частности, iM  будет q-замкнутой 

для любого 1, 2,3.i   Заметим, 1 2G M M   

2 3 3 1.M M M M   Тогда, согласно известному 

результату Кегеля, группа G также будет q-зам-
кнутой. Учитывая, что G имеет единственную 
минимальную нормальную подгруппу L, получа-
ем .q p  Тогда из G L R   и леммы 1.1 выте-

кает, что L – силовская p-подгруппа, а R –  
p -подгруппа в G. 

Ранее было установлено, что все дополне-
ния к L в G имеют единичное ядро. По теореме 
Оре они сопряжены в G. Поэтому дальше будем 
предполагать, что iL M  для 1, 2.i   

Применяя тождество Дедекинда, получим 
[ ] [ ]( )i i iM M L R L M R     для каждого 1, 2.i   

Из ( )GL C L  и iL M  следует, что , ( )p p iO M  

является p-группой для любого 1, 2.i   
По лемме 1.5 формация wU  может быть за-

дана локальной функцией f такой, что 
( ) ( | Syl( ) ( 1))f q G G q   S A  для каждого 

простого числа q. 
Поэтому из w-сверхразрешимости iM  и лем-

мы 1.2 вытекает, что ( )iM R f p   для 1, 2.i   

Из ( ) 1p iO M R   следует ( 1)(  )i q pM R   A  

для любой силовской q-подгруппы группы 

iM R  и 1, 2.i   Далее заметим, что 1 ,M R  

2M R  являются несопряженными максималь-

ными подгруппами в R. Следовательно, 

1 2( )( ).R M R M R    По условию обобщенный 

коммутант G  нильпотентен. Из ( )L F G  и 

минимальности L следует, что .G L  Отсюда 
получаем, что все силовские подгруппы R явля-
ются абелевыми. Учитывая этот факт и то, что 

1 2( )( ),R M R M R    и любая силовская q-под-

группа R по лемме 11.6 из [2] может факторизо-
вана подходящими силовская q-подгруппами из 

1M R  и 2M R  для любого ( )q G  получа-

ем, что ( ).R f p  Из / wG L U  и 

,/ ( ) ( )p pG O G R f p   по лемме 1.2 выводим 

w .G U   Получили  заключительное  противо-
речие.                                                                        

Доказательство теоремы C. Пусть G – 
контрпример минимального порядка к утвер-
ждению теоремы. Тогда в G имеются четыре по-
парно несопряженные максимальные подгруппы 

1,M  2 ,M  3 ,M  4 ,M  принадлежащие .F  Для  

определенности будем считать, что 1M  и 2M  

нормальны, а 3M  и 4M  ненормальны в группе 

G. При этом сама группа G формации F  не при-
надлежит. 

Из 1M  и 2M  нормальны в G следует, что 

1 2 .G M M  Хорошо известно, что класс 2N  яв-

ляется формацией Фиттинга. Из метанильпо-
тентности нормальных подгрупп 1M  и 2M  выте-

кает метанильпотентность, значит, разрешимость 
группы G. 

Зафиксируем какую-нибудь минимальную 
нормальную подгруппа L группы G. Пусть 

iL M  для каждого 1, 2,3,4.i   Тогда все усло-

вия нашей теоремы для /G L  реализуются. По-
этому из выбора группы G следует / .G LF  

Случай iG LM  для некоторого 1, 2,3, 4i   раз-

бирается аналогично, как в теоремах A и B. В 
итоге мы получаем следующие свойства мини-
мального контрпримера G: 

a) L G F  – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа G, L – p-группа для некоторо-
го простого p и ( ) ( ).GL C L F G   

б) ( ) 1G   и ,G L M   причем .M F  

Из L – единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа G, следует, что iL M  для 

1,2.i   Учитывая, что все максимальные под-
группы G, не содержащие L, сопряжены в G, то 
можно считать, что 3.L M  

Применяя тождество Дедекинда, имеем 
( )i i iM M LM L M M     

для каждого 1,2,3.i   Из ( )GL C L  и iL M  по-

лучаем, что , ( )p p iO M  – p-группа для каждого 

1, 2,3.i   

Вспомним, что формация . 2F N  В этом 
случае F  имеет каноническое локальное задание 

функцией H со значениями ( ) ( ),qH q f qN  где 

( )f p N  для любого простого q. Здесь f – неко-

торая внутренняя локальная функция, опреде-
ляющая локально .F  

Поэтому из [ ]( )i iM L M M  F  и леммы 

1.2 вытекает, что ( )i pM M f p N  для 1,2,3.i   

Отсюда и из строения формации ( )H p  следует, 

что iM M  является p-замкнутой группой для 

1, 2,3.i   Далее заметим, что 1 2, ,M M M M   

3M M  – попарно несопряженные максимальные 

подгруппы в M. Следовательно, 

1 2( )( ).R M R M R    

Учитывая это и фиттинговость формации всех  
p-замкнутых групп получаем p-замкнутость M. 
По (2) леммы 1.1 получаем, что ( ) 1.pO M    
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Следовательно, ( ) 1.p iO M M   Это означает, 

что ( )iM M f p   для каждого 1, 2,3.i   

Из iM  нормальна в G вытекает  iM M  

нормальна в M для 1, 2.i   Из 

1 2( )( )M M R M M    

и iM M N  ( 1, 2)i   получаем .M N  Ввиду 

того, что 3M  – ненормальная максимальная под-

группа в G и 3 ,N M  нетрудно видеть, что 

3M M  – ненормальная максимальная под-

группа в M. Учитывая нильпотентность M и 

3 1,M M   приходим к окончательному проти-

воречию с тем, что 3M M  является ненор-

мальной максимальной подгруппой в M.              
 

3 Заключительные замечания 
Приведем примеры показывающие сущест-

венность условий в доказанных выше теоремах. 
В теореме A условие разрешимости нельзя от-
бросить. Например, в знакопеременной группе 

5A  степени 5 имеется три попарно несопряжен-

ные ненормальные максимальные подгруппы, 
имеющие нильпотентный коммутант, но комму-
тант 5A  не является нильпотентным. Отметим, 

что в теореме A число рассматриваемых попарно 
несопряженных максимальных подгрупп не мо-
жет быть уменьшено. Например, в симметриче-
ской группе 4S  степени 4 имеется две несопря-

женные ненормальные максимальные подгруп-
пы, имеющие нильпотентный коммутант (силов-
ская 2-подгруппа и максимальная подгруппа, 
изоморфная симметрической группе 3 ).S  Но са-

ма группа 4S  имеет ненильпотентный комму-

тант, изоморфный знакопеременной группе 4 .A  

В теореме В требование нильпотентности 
обобщенного коммутанта является существен-
ным, на что указывает следующий пример. 

Пример 3.1. Пусть P – экстраспециальная 
группа порядка 33 .  Нетрудно проверить, P имеет 
по крайней мере три абелевы нормаль-ные мак-
симальные подгруппы iP  порядка 23 ,  но сама 

группа P неабелева. Пусть 19F F  – поле из 19 

элементов. Согласно [1, теорема B, 10.7], P имеет 
точный неприводимый FP-модуль L. Пусть 

[ ]G L P  – полупрямое произведение P с L. То-

гда в [ ]G L P  имеется по крайней мере три по-

парно несопряженные максимальные подгруппы 
[ ] .i iM L P  По теореме Машке L – вполне при-

водимый iFP -модуль для каждого i, т. е. 

1 ,kL L L   где jL  – неприводимый iFP -мо-

дуль для любого 1, .j k   Из 23  делит 19-1 

следует, что поле F содержит примитивный ко-
рень степени 23 .  Тогда по [1, теорема B, 9.2]  

неприводимый iFP -модуль jL  имеет размер-

ность 1. Это означает, что подгруппа [ ]i iM L P  

сверхразрешима, а значит, w-сверхразрешима для 
каждого i. Таким образом, в группе G имеется по 
крайней мере три попарно несопряженные  
w-сверхразрешимые максимальные подгруппы. 
С другой стороны, из ( )L F G  и неабелевости P 

следует, что обобщенный коммутант G  группы 
[ ]G L P  не является нильпотентным, а сама G 

не w-сверхразрешима. 
Пример 3.1 также указывает на существен-

ность требования наличия двух несопряженных 
ненормальных максимальных подгрупп, принад-
лежащих формации F  в теореме C. Рассматри-
вая случай ,F U  нетрудно проверить, что в 
группе [ ]G L P  из примера 3.1 имеется по 

крайней мере четыре попарно несопряженные 
сверхразрешимые максимальные подгруппы, из 
которых три нормальны, одна ненормальна в G, 
но сама группа G не является сверхразрешимой. 

Пример 3.2. Пусть 3H S  – симметриче-

ская группа степени 3 и V – точный неприводи-
мый FH-модуль над полем 7 .F F  Существова-

ние такого модуля гарантирует [1, B, теорема 10.6]. 
Возьмем группу [ ] .G V H  Из свойств модуля V 

вытекает, что ( ).V F G  Отсюда и неабелевости 

H следует, что группа G несверхразрешима. Рас-
смотрим подгруппы 1 2 ,R VG  2 3R VG  и 

3 ,R H  где 2G  и 3G  – силовские 2,3-подгруппы 

группы G соответственно. Непосредственной 
проверкой устанавливаем, что 1,R  2R  и 3R  яв-

ляются попарно несопряженными сверхразре-
шимыми максимальными подгруппами группы 
G, причем 1,R  3R  ненормальны, а 2R  нормальна 

в G. Поэтому требование существования двух 
нормальных сверхразрешимых максимальных 
подгрупп в теореме С является существенным. 
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