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Аннотация. Приводятся примеры конечных разрешимых и простых групп, в которых каждая 2-максимальная  
подгруппа является строго 2-максимальной. Доказывается, что если в группе G существует строго 2-максимальная 
подгруппа порядка 2, то группа является сверхразрешимой группой порядка 2pq, где p и q – простые числа, не  
обязательно различные, либо G изоморфна знакопеременной группе 4.A  Устанавливается строение конечной группы, 

в которой каждая 2-максимальная подгруппа является холловой. Для наследственной насыщенной решеточной формации 
,F  содержащей все нильпотентные группы, и группы GF  доказывается, что требование F-субнормальности всех 

строго 2-максимальных подгрупп совпадает с требованием субнормальности всех 2-максимальных подгрупп. 
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Abstract. We give examples of finite soluble and simple groups in which every 2-maximal subgroup is strictly 2-maximal. We 
prove that if in a group G there is a strictly 2-maximal subgroup of order 2, then G is a supersoluble group of order 2pq, where 
p and q are primes, not necessarily distinct, or G is isomorphic to the alternating group 4.A  We establish the structure of a finite 

group in which every 2-maximal subgroup is a Hall subgroup. We prove that the requirement of F-subnormality of all strictly  
2-maximal subgroups coincides with the requirement of subnormality of all 2-maximal subgroups of a group G for a subgroup-
closed saturated lattice formation F  containing all nilpotent groups and .GF  
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Введение 
Все рассматриваемые группы предполага-

ются конечными. Запись H G  (H < G) означа-
ет, что H – подгруппа (собственная подгруппа) 
группы G. Подгруппа M группы G называется 
максимальной подгруппой, обозначается 

,M G  если M < G и из включений M H G   
следует, что M = H или H = G. 

Пусть G – группа и H – подгруппа группы 
G. Будем использовать обозначение: 

Max( , ) { }.G H M G H M  ∣  
Если 1H   – единичная подгруппа группы G, то 
вместо Max( ,1)G  пишем Max( ),G  где Max( )G  – 

множество всех максимальных подгрупп группы 
G. Следует отметить, что Max( )G    в точно-

сти тогда, когда 1.G   

Подгруппа H группы G называется 2-макси-
мальной подгруппой группы G, если существует 
подгруппа Max( , )M G H  такая, что ;H M  
n-максимальной подгруппой группы G для 3,n   

если существует подгруппа Max( , )M G H  та-

кая, что H – (n – 1)-максимальная подгруппа в M. 
Существуют группы, в которых одна и та же 

подгруппа одновременно является 2-макси-
мальной и n-максимальной подгруппой для 3.n   
Например, в группе 2 (8)L  [1, IdGroup(504,156)] 

подгруппа 2C  является 2-максимальной, 3-мак-

симальной и 4-максимальной подгруппой: 

2 14 2 (8),C D L   

2 3 18 2 (8),C S D L    
2 3 3

2 2 2 2 7 2 (8).C C C C C L     
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Монахов В.С. и Княгина В.Н. [2, пример 3] 
привели пример групп, в которых для любого 

3n   некоторая 2-максимальная подгруппа яв-
ляется n-максимальной. 
 Вместе с тем, существуют ситуации, когда 
2-максимальная подгруппа остается 2-макси-
мальной в любых цепочках подгрупп. Подгруппа 
H группы G называется строго 2-максимальной 
подгруппой группы G, если H M  для всех 

Max( , ).M G H  Ясно, что строго 2-максималь-

ная подгруппа группы G 2-максимальна в G и не 
является n-максимальной в G ни для какого 3.n   

Через 2Max ( )G  будем обозначать множест-

во всех 2-максимальных подгрупп группы G, 
через 2Max ( )G  – множество всех строго 2-мак-

симальных подгрупп группы G. Если 

2 2Max ( ) \ Max ( ),H G G   

то согласно [3] подгруппа H называется слабо 
2-максимальной подгруппой группы G. 

Ясно, что 2Max ( )G    в точности тогда, 

когда G = 1 или | G | – простое число. Из леммы 
об индексах следует, что 2-максимальная под-
группа наименьшего индекса будет строго 2-
максимальной, см. лемму 2.1. Поэтому 

2Max ( )G    для любой группы 1G   непро-

стого порядка. 
Второй автор данной работы сформулиро-

вал следующую проблему: «Каковы главные 
факторы конечной группы, в которой каждая 
2-максимальная подгруппа не является n-макси-
мальной для любого 3n  ?» [4, 19.54]. Эта про-
блема рассматривалась в [3], [5], [6]. 

Если каждая 2-максимальная подгруппа 
группы G не является n-максимальной для 3,n   

то 2 2Max ( ) Max ( ),G G   т. е. каждая 2-макси-

мальная подгруппа группы G строго 2-макси-
мальна. Поэтому указанная проблема может 
быть сформулирована следующим образом: «Ка-
ковы главные факторы конечной группы, в кото-
рой 2 2Max ( ) Max ( )G G  ?» 

В разделе 2 мы приводим примеры групп, в 
которых 2 2Max ( ) Max ( ),G G   и некоторые на-

блюдения о строго 2-максимальных подгруппах. 
 В разделе 3 мы рассматриваем свойства 
групп с 2-максимальной подгруппой порядка 2. 
Такими группами являются, например, группы 

2 (8)L  и 2 (13).L  В случае, когда в группе сущест-

вует строго 2-максимальная подгруппа порядка 2, 
группа является сверхразрешимой группой по-
рядка 4p, 2pq или 22 ,p  где p и q – различные про-

стые числа, либо изоморфна 4 ,A  см. теорему 3.1. 

В разделе 4 мы изучаем группу, в которой 
каждая 2-максимальная подгруппа является хол-
ловой, см. теорему 4.1. Опираясь на результаты 
Масловой Н.В. и Ревина Д.О. [7], мы получаем 

разрешимость группы, а затем применяем описа-
ние из [8]. 

Ю.В. Луценко и А.Н. Скиба [9] показали, 
что в ненильпотентной группе с субнормальны-
ми 2-максимальными подгруппами все собст-
венные подгруппы абелевы. Этот результат оста-
ется верным, если субнормальными являются 
строго 2-максимальные подгруппы [10]. Группы 
с формационно субнормальными подгруппами 
исследовались в [11]–[14]. В разделе 5 мы рас-
сматриваем группы с формационно субнормаль-
ными строго 2-максимальными подгруппами в 
случае, когда формация решеточная. В этой си-
туации требование F-субнормальности всех стро-
го 2-максимальных подгрупп совпадает с требо-
ванием субнормальности всех 2-максимальных 
подгрупп, см. теорему 5.1. 
 

1 Вспомогательные результаты 
Лемма 1.1 [15, теорема 1.39]. Пусть 

H K G   и G – группа. Если T – правая транс-
версаль H в K, а S – правая трансверсаль K в G, 
то TS – правая трансверсаль H в G. В частно-
сти, | : | | : || : | .G H G K K H  

Лемма 1.2 [16, лемма 4.1], [17, II.3.10]. 
Пусть A – неприводимая абелева группа авто-
морфизмов группы B, | | 1.mB p   Тогда A – 

циклическая группа и m – наименьшее натураль-
ное число такое, что | A | делит 1.mp   

Лемма 1.3 [17, IV.2.6]. Пусть p – силовская 
p-подгруппа группы G такая, что ( ( ))GP Z N P  

(т. е. ( ) ( )G GC P N P  и поэтому P абелева). То-

гда существует нормальная подгруппа N группы 
G такая, что / .G N P  

Лемма 1.4 [17, IV.2.8]. Пусть p – наимень-
ший простой делитель порядка группы G. Если 
группа G имеет циклическую силовскую p-под-
группу P, то существует нормальная подгруппа 
N группы G такая, что / .G N P  

Лемма 1.5 [17, II.8.17]. Пусть G – группа 
порядка 12 или 24. Если G содержит элементар-
ную абелеву нормальную подгруппу порядка 4 и 

( ) ,GC N N  то либо 4 ,G A  либо 4 .G S  

Лемма 1.6 [17, IV.7.4]. Пусть H – макси-
мальная подгруппа группы G. Если H нильпо-
тентна и ( ) ,Z P P  где p – силовская 2-под-

группа из H, то группа G разрешима. 
Лемма 1.7. Если в группе M существует 

максимальная подгруппа K порядка 2, то 
| M | = 2p, p – простое, 2.p   

Доказательство. Если K нормальна в M, то 
| M | = 2p, p – простое, 2.p   Пусть K не нор-

мальна в M. Тогда K – силовская 2-подгруппа 
группы M, M N K   и по лемме 1.4 .N M  
Поскольку K действует неприводимо на N, то 
| |N p  по лемме 1.2.                                              
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Лемма 1.8. Если G – несверхразрешимая 
группа порядка 4p, p – простое, то 4 .G A  

 Доказательство. Пусть p и q – силовские 
p- и 2-подгруппы группы G. Если ( ),GQ N Q  то 

p нормальна в G по лемме 1.3 и G сверхразре-
шима [17, VI.9], противоречие с условием. По-
этому Q нормальна в G. Если в G существует 
нормальная подгруппа 1Q  порядка 2, то 

1| / | 2G Q p  и G сверхразрешима [17, VI.9], про-

тиворечие с условием. Поэтому Q – минимальная 
нормальная в G подгруппа, ( )GQ C Q  и P дей-

ствует неприводимо на Q. По лемме 1.2 3p   и 

4G A  по лемме 1.5.                                               

 
2 О группах, в которых 2 2Max ( ) Max ( )G G   

Лемма 2.1. Если G – неединичная группа не 
простого порядка, то 2Max ( ) .G    

Доказательство. Пусть G – неединичная 
группа не простого порядка и H – ее 2-макси-
мальная подгруппа наименьшего индекса среди 
всех 2-максимальных подгрупп группы G. Пред-
положим, что H не является строго 2-макси-
мальной подгруппой. Тогда существует под-
группа Max( , )M G H  такая, что H не является 

максимальной подгруппой в M. Значит, в M су-
ществует подгруппа K такая, что .H K M   По 
лемме 1.1 

| : | | : || : |,

| : | 1, | : | | : | .

G H G K K H

K H G K G H


 

 

Таким образом, K – 2-максимальная подгруппа 
группы G и | : | | : |,G K G H  что противоречит 

выбору H. Отсюда заключаем, что H является 
строго 2-максимальной подгруппой в G.              

Лемма 2.2. Пусть H – 2-максимальная под-
группа группы G, .H M G   Если индексы 
| G : M | и | M : H | – простые числа, то H – стро-
го 2-максимальная подгруппа группы G. В част-
ности, если G – сверхразрешимая группа, то  

2 2Max ( ) Max ( ).G G   

Доказательство. Предположим, что H –  
2-максимальная подгруппа группы G, H M G   
и индексы | G : M | и | M : H | – простые числа. 
Допустим, что H не является строго 2-макси-
мальной подгруппой группы G. Тогда в G есть 
подгруппа K такая, что H < K < G и H 2-макси-
мальна в K. Следовательно, существует подгруп-
па L такая, что .H L K G   По лемме 1.1 

| : | | : || : || : |,

| : | 1, | : | 1, | : | 1,

G H G K K L L H

G K K L L H


  

 

значит, | G : H | делится на три простых числа, 
противоречие. Таким образом, H – строго 2-мак-
симальная подгруппа группы G. 

Пусть H M G   и пусть G – сверхразре-
шимая группа. По теореме Хупперта [17, VI.9.5], 
| G : H | делится в точности на два простых числа, 

не обязательно различных. Если ,H X G   то 
| X : H | – простое число и H – максимальная под-
группа группы X. Поскольку X – произвольная 
максимальная подгруппа в G, содержащая H, то 
H – строго 2-максимальная подгруппа группы G.  

Приведем примеры несверхразрешимых 
групп, в которых 2 2Max ( ) Max ( ).G G   

Пример 2.1. Для группы 2
3 8C C  из [1, 

IdGroup(72,39)], [20] следует: 
2 2
3 8 8 3 4Max( ) { , },C C C C C   

2 2
2 3 8 4 3 3 2 3 8Max ( ) { , } Max ( ).C C C C S C C      

Пример 2.2. Для группы 3 (2)U  из [1, 

IdGroup(72,41)], [20] следует:  
2

3 8 3 4Max( (2)) { , },U Q C C   

2 3 4 3 3 2 3Max ( (2)) { , } Max ( (2)).U C C S U    

Пример 2.3. Для группы 2 (17)L  из [1], [19, 

p. 9], [18] следует: 

2 17 8 4 18 16Max( (17)) { , , , },L C C S D D   

2 2 17 4 8 4 8 3 9

2 2

Max ( (17)) { , , , , , }

Max ( (17)).

L C C C A D S C

L

 

 


 

Пример 2.4. Для группы 3 (3)U  из [1], [18], 

[19, p. 9] следует: 

3

2 2
3 3 8 4 3 2 2 4 3

Max( (3))

{( ) , ( ) , (3) , (2)},

U

C C C C C C SL C L



     
 

2 3

2
3 3 4 4 2 2 3

2 2
4 2 4 3 7 3 3 8 4

2 3

Max ( (3))

{( ) , (( ) ) ,

, , , , }

Max ( (3)).

U

C C C C C C C

C C C C C C C C S

U



 



 

   

   
 

 
3 Группы с 2-максимальной подгруппой 

порядка 2  
Для неединичной группы G рассмотрим це-

почку подгрупп  

1 1 01 ,t tG G G G G       
в которой каждая iG  является максимальной 

подгруппой 1.iG   Число подгрупп в такой цепоч-

ке называется ее длиной. Длина группы G, обо-
значаемая через ( ),l G  есть максимальная длина 

таких цепочек. Глубина группы G, обозначаемая 
через ( ),G  есть минимальная длина таких це-

почек. Если 1 ( ) 2,G    то G – группа простого 

порядка или группа с максимальной подгруппой 
простого порядка. 

Предположим, что в группе G есть 2-мак-
симальная подгруппа K простого порядка. Тогда 
1 K M G    и ( ) 3.G   

Лемма 3.1 [21, теорема 1]. Группа G имеет 
глубину 3 тогда и только тогда, когда либо G – 
разрешима и ее главный ряд имеет длину 3, либо 
G – одна из простых групп таблицы 3.1. 
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Таблица 3.1. – Простые группы G 
 

G Условия 

pA  p и ( 1) / 2p   простые и {7,11, 23}p  

2 ( )L q  ( 1) / (2, 1)q q   или ( 1) / (2, 1)q q   

простые, 9,q   или q простое и 

3, 13q      mod 40 ,  или 3kq   с про-

стым 3;k   

( )nL q  
n и 

( )( , )

nq

q n q


 



 
 простые, 3n   и 

( , , ) (3,4, ),n q   (3,3, ), (3,5, ), (5,2, )
2

2 ( )B q  1q   простое 

23 ,M    

 
Из леммы 3.1 вытекает следующая лемма. 
Лемма 3.2. Группа G имеет 2-максималь-

ную подгруппу K порядка 2, ,K M G   тогда и 
только тогда, когда либо G разрешима и ее глав-
ный ряд имеет длину 3, либо G – простая группа 
и справедливо одно из следующих утверждений: 

(1) 2 (2 ),kG L
2(2 1)

,kM D


 2 1k   – простое; 

(2) 2 ( ),G L q  1,qM D   ( 1) / 2q   – про-

стое, 9;q   

(3) 2
2 ( ),G B q  2( 1) ,qM D   q – 1 – простое. 

Пример 3.1. В знакопеременной группе 5A  

степени 5 [1, IdGroup(60,5)] подгруппы порядка 3 
и 5 являются строго 2-максимальными подгруп-
пами. Подгруппа порядка 2 является слабо 
2-максимальной подгруппой. 

Пример 3.2. В знакопеременной группе 
2

4 2 3A C C   степени 4 [1, IdGroup(12,3)] под-

группа порядка 2 является строго 2-максималь-
ной подгруппой. 

Теорема 3.1. Если в группе G существует 
строго 2-максимальная подгруппа порядка 2, то 
G является сверхразрешимой группой порядка 
2pq, где p и q – простые числа, не обязательно 
различные, либо G изоморфна знакопеременной 
группе степени 4. 

Доказательство. Зафиксируем в группе G 
строго 2-максимальную подгруппу K порядка 2. 
Если G – 2-группа, то | G | = 8. Пусть G – не  
2-группа. Если K – силовская 2-подгруппа груп-
пы G, то G 2-нильпотентна по лемме 1.4. Если 

2 ,K G  где 2G  – силовская 2-подгруппа группы 

G, то 2G  – максимальная подгруппа группы G и 

2| | 4.G   По лемме 1.6 группа G разрешима. 

Пусть M – произвольная максимальная под-
группа группы G, содержащая K. По условию 
подгруппа K максимальна в M. Согласно лемме 
1.7 либо | | 4,M   либо | | 2 ,M p  p – простое 

нечетное число. 

Пусть | M | = 4. Если M нормальна в G, то 
| G | = 4r, r – простое нечетное. Если M не нор-
мальна в G, то ( )GM N M  и по лемме 1.3 суще-
ствует нормальная в G подгруппа Q такая, что 

.G Q M   Подгруппа Q K  максимальна в G. 

По условию подгруппа K будет максимальной в 
,Q K  поэтому | |Q q  по лемме 1.7 и | G | = 4q, 

q – нечетное простое. 
Пусть | M | = 2p, p – простое нечетное число. 

Если M нормальна в G, то 2| | 2G p  или 

| G | = 2pr, r – простое, .r p  Пусть M не нор-

мальна в G, тогда ( )GM N M  и | : | 2,aG M t   

t – простое нечетное. Если ,p t  то tKG  – мак-

симальная в G подгруппа, где tG  – силовская 
t-подгруппа группы G. По условию подгруппа K 
максимальна в tKG  и | | 2G pt  по лемме 1.7. 
Пусть p = r. Тогда P нормальна в G, где P – си-
ловская p-подгруппа из M. В фактор-группе G / P 
подгруппа M / P максимальна и имеет порядок 2, 
поэтому | G / P : M / P | = p по лемме 1.7 и 

2| | 2 .G p  

Группы порядков 2pq и 22 p  сверхразреши-
мы. Согласно лемме 2.2 в сверхразрешимой 
группе любая 2-максимальная подгруппа являет-
ся строго 2-максимальной. Поэтому любая груп-
па порядка 2pq, 22 p  и сверхразрешимые группы 
порядка 4p удовлетворяют условию теоремы. 
Несверхразрешимая группа порядка 4p изоморф-
на 4A  по лемме 1.8, эта группа также удовлетво-

ряет условию теоремы ввиду примера 3.2.           

Пример 3.3. В простых группах 2 (8)L  и 

2 (13)L  есть максимальная подгруппа, изоморф-

ная 14 ,D  поэтому подгруппа порядка 2 является 
2-максимальной подгруппой в этих группах. В 
простой группе 2 (23)L  есть максимальная под-

группа 22 ,D  поэтому подгруппа порядка 2 в 

группе 2 (23)L  является 2-максимальной под-
группой. Поэтому в теореме 3.1 слово «строго» 
убрать нельзя. 
 

4 Группы с холловыми 2-максимальными 
подгруппами 

Напомним, что подгруппа H группы G на-
зывается холловой подгруппой, если | H | и 
| G : H | взаимно просты. Зафиксируем следую-
щие обозначения: ( )G  – множество всех про-

стых делителей порядка группы G; pG  – силов-

ская p-подгруппа группы G; 
( ) { ( ) :| | };rG r G G r     

( ) { ( ) :| | }.rG r G G r     

Ясно, что ( ) ( ) ( )G G G     и ( ) ( ) .G G     

Через ( )GG  и ( )GG  обозначаются (G)-холлова 

и (G)-холлова подгруппы группы G. 
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Говорят, что группа G имеет силовскую 
башню, если она обладает нормальным рядом, 
факторы которого изоморфны силовским под-
группам. 
 Подгруппой Гашюца группы G называется 
подгруппа W, удовлетворяющая следующим 
двум условиям: 

(1) W сверхразрешима; 
(2) если ,W A B G    то :B A∣ ∣ – не про-

стое число. 
В любой разрешимой группе подгруппы Га-

шюца существуют и сопряжены [15, теорема 5.29]. 
Сверхразрешимым корадикалом группы G 

называется наименьшая нормальная в G под-
группа, фактор-группа по которой сверхразрешима. 

Теорема 4.1. Пусть G – непримарная груп-
па, в которой каждая 2-максимальная подгруппа 
является холловой подгруппой. Если G – сверх-
разрешимая группа, то ее порядок свободен от 
квадратов, т. е. ( ) ( ).G G    Пусть G – не-

сверхразрешимая группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

(1) группа G имеет силовскую башню и ка-
ждая максимальная в G подгруппа является хол-
ловой подгруппой; 

(2) | ( ) | 2G   и ( ) ,GG W   где W – подгруп-

па Гашюца группы G; 
(3) | ( ) | 1G   и ( )GG  является сверхразре-

шимым корадикалом группы G. 
 Доказательство теоремы 4.1 осуществляется 
по следующей схеме. Вначале опираясь на ре-
зультаты Н.В. Масловой и Д.О. Ревина [7], мы 
получаем разрешимость группы, затем доказыва-
ем утверждение (1) теоремы и применяем описа-
ние групп из [8]. 

Из теоремы 4.1 вытекает, что бипримарные 
группы с холловыми 2-максимальными подгруп-
пами имеют порядок pq. Трипримарные группы 
могут быть несверхразрешимыми. 

Пример 4.1. В полной линейной группе 

2 (29)GL  есть циклическая подгруппа 15C  поряд-

ка 15, которая действует неприводимо на эле-
ментарной абелевой группе 2

29C  порядка 229 .  В 

полупрямом произведении 2
29 15C C  все макси-

мальные подгруппы и все 2-максимальные под-
группы холловы. 
 

5 Группы с формационными ограниче-
ниями на 2-максимальные подгруппы 

Пусть F – формация, G – группа. Пересече-
ние всех нормальных подгрупп группы G, фак-
тор-группы по которым принадлежат F, обозна-
чается через GF  и называется F-корадикалом 
группы G. 

Подгруппа H группы G называется F-суб-
нормальной в G, если H = G или существует це-
почка подгрупп 

0 1 1n nH H H H H G       
такая, что 1i iH H F  для всех i [16, II.8]. 

В случае, когда H G  и H F-субнормаль-
на в G, говорят, что H F-нормальна в G. В любой 
группе N-субнормальная подгруппа субнормаль-
на, а в разрешимых группах верно и обратное 
утверждение: субнормальная подгруппа разре-
шимой группы N-субнормальна, см. [16], [22, 
лемма 1.11]. 
 Формация F называется решеточной, если в 
любой группе множество всех ее F-субнор-
мальных подгрупп образует подрешетку решетки 
всех подгрупп. Решеточные формации описаны в 
работе [23]. 

Теорема 5.1. Пусть F – наследственная на-
сыщенная решеточная формация, содержащая 
все нильпотентные группы, и группа .GF  То-
гда следующие утверждения эквивалентны: 

(1) группа G содержит максимальную не-
нормальную подгруппу M и каждая максималь-
ная в M подгруппа субнормальна в G; 

(2) каждая 2-максимальная подгруппа груп-
пы G субнормальна в G; 

(3) каждая строго 2-максимальная под-
группа группы G субнормальна в G; 

(4) группа G содержит максимальную не  
F-нормальную подгруппу M и каждая макси-
мальная в M подгруппа F-субнормальна в G; 

(5) каждая 2-максимальная подгруппа груп-
пы G F-субнормальна в G; 

(6) каждая строго 2-максимальная под-
группа группы G F-субнормальна в G; 

(7) все собственные подгруппы в группе G 
абелевы. 

Доказательство теоремы 5.1 осуществляется 
по следующей схеме. Используя результаты ра-
бот [9], [10], [25] вначале проверяем, что 
утверждения (1), (2), (3) и (7) эквивалентны. За-
тем доказываем, что для решеточной формации 
утверждения (4), (5), (6) и (7) эквивалентны. 
 Отметим, что частными случаями доказан-
ной теоремы являются результаты работ [9], [10], 
[24] и [25]. 
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