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Аннотация. Рассмотрена новая версия модифицированного регуляризованного уравнения длинных волн. Уравнения 
такого типа используются в качестве альтернативы уравнению Кортевега-де Фриза. Модификация уравнения заключа-
ется в учете слагаемого, описывающего взаимодействие процессов дисперсии и диссипации. При помощи прямого ме-
тода Хироты решения нелинейных уравнений в частных производных построено решение типа кинка (антикинка) для 
модифицированного уравнения. Проанализирована возможность построения решения, описывающего связанное со-
стояние кинка и антикинка. 
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Abstract. A new version of the modified regularized long-wave equation is considered. The equations of such a type are used 
as an alternative to the Korteweg-de Vries equation. A modification of the equation consists in an accounting the term which 
describes an interaction of dispersion and dissipation. Using the direct Hirota method for nonlinear equations in partial deriva-
tives a kink-type (antikink-type) solution for modified equation is constructed. A possibility to construct a coupled solution of 
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Введение 
Регуляризованное уравнение длинных волн 

(RLW) в (1+1)-мерном случае записывается в 
виде 

            2 0,t x xxt xu u u u u                 (0.1) 

где , ,    – положительные постоянные,  

tu u t   и т. п. Оно было построено в качестве 

альтернативы уравнению Кортевега-де Фриза и 
позволяет описывать нелинейные среды в более 
широком динамическом диапазоне [1], [2]. Урав-
нение (0.1) широко используется для описания 
физических явлений в средах со слабой нелиней-
ностью и дисперсией волн, включая волны на 
мелкой воде, ионно-акустические волны в плаз-
ме, магнитогидродинамические волны в холод-
ной плазме, акустические волны в ангармониче-
ских кристаллах, а также распространение волн в 
упругих средах и оптических волокнах.  

Математическая теория длинных волн ма-
лой, но конечной амплитуды в дисперсионных 
средах, в том числе и в водных каналах, подроб-
но разработана в работах [3], [4]. Продемонстри-
ровано, что RLW-уравнение является корректно 
определенным по Адамару в смысле соответствия 

решений начальным значениям, их единственно-
сти и непрерывности. RLW-уравнение обладает 
топологически нетривиальными решениями со-
литонного типа. Проблема, однако, в том, что 
построить решение в аналитическом виде удает-
ся только для ограниченного набора начальных и 
граничных условий, а также значений коэффици-
ентов уравнения. Аналитическое выражение в 
явном виде получено только для односолитонно-
го решения, хотя численные расчеты показыва-
ют, что возможно существование и связанных 
состояний [5]. В связи с вышеуказанным, обычно 
основное внимание уделяется численным мето-
дам, при помощи которых на начальном этапе 
исследований и было показано существование 
односолитонного и двухсолитонного решений 
уравнения RLW [6], [7]. 

Наряду с RLW уравнением определенное 
внимание привлекает более общее уравнение, 
так называемое обобщенное регуляризованное 
уравнение длинных волн (GRLW). Это уравне-
ние имеет вид 

  ( 1) 0,p
t x x xxtu u p p u u u             (0.2)  

где   – положительный постоянный коэффици-

ент, p – целое положительное число. Ясно, что 
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уравнение (0.1) является частным случаем урав-
нения (0.2). Однако это уравнение не получило 
достаточно широкого распространения. Во-пер-
вых, оно допускает высокие порядки нелинейно-
сти, что значительно затрудняет аналитическое 
решение. Во-вторых, устойчивость его решений 
зависит от скорости их распространения [8]. 
Вследствие указанных причин основное внима-
ние в исследовании уравнения GRLW уделяется 
численным методам. Достаточно полный обзор 
современного состояния работ по исследованию 
уравнения GRLW как аналитическими, так и 
численными методами, приведен в [9].  

Значительно большее внимание привлекает 
введенное в работе [7] модифицированное регу-
ляризованное уравнение длинных волн (mRLW). 
Это уравнение можно записать следующим образом: 

  22 4 0,xxtt xx tt xt xt ttq q q q q q              (0.3) 

где ( , )q x t  – вещественная функция такая, что 

солитон определяется соотношением .xtu q  

При помощи прямого метода Хироты решения 
нелинейных уравнений в частных производных 
[10] для уравнения (0.3) можно построить реше-
ния в виде одиночного солитона, а также связан-
ного состояния двух солитонов (двухсолитонное 
решение). Дисперсионное соотношение при этом 
имеет вид 2(1 ) ,k k    где k и   – параметры 

решения. Численные исследования указывают на 
возможность существования и трехсолитонного 
решения уравнения (0.3), однако в аналитиче-
ской форме до настоящего времени получить его 
не удалось. mRLW-уравнение во многих чертах 
ведет себя подобно интегрируемому нелинейно-
му уравнению, т. е. такому уравнению, для кото-
рого можно построить решение, описывающее 
связанное состояние произвольного числа соли-
тонов или солитоноподобных объектов. Тем не 
менее, для него характерно наличие ряда неус-
тойчивостей. 

Возможны и другие модификации регуля-
ризованного уравнения длинных волн. В частно-
сти, представляет интерес такая его модифика-
ция, в результате которой изменится характер 
решения и вместо солитона появится решение, 
имеющее вид кинка. Для такого случая уравне-
ния можно записать в следующем виде   

   2 ( ) 0.t x xxt x t xu u u uu u u            (0.4) 

В настоящей работе построено решение уравне-
ния (0.4), описывающее состояние типа одиноч-
ного кинка (антикинка).  
 

1 Метод решения 
Для того, чтобы построить решение уравне-

ния (0.4), соответствующее состоянию типа оди-
ночного кинка, применим прямой метод Хироты 
решения нелинейных уравнений в частных 
производных [5], [11]. Введем новую зависимую 
переменную при помощи соотношения Коула –
Хопфа 

     ln ,u F
x





                      (1.1) 

где  ,F F x t  – неизвестная функция,   – по-

стоянная, значение которой будет определено 
ниже. Подставим соотношение (1.1) в уравнение 
(0.4), проинтегрируем его по x и положим кон-
станту интегрирования равной нулю. В результа-
те уравнение (0.4) можно представить в виде  

2
t x xxt t xxF F F F F

F F F F
        

2

2 3
2 2x xt t xF F F F

F F
      

2 2

2 2 3
0.x xt x x tF F F F F

F F F
          (1.2) 

Метод Хироты успешно применим в случае, ко-
гда, после введения новой зависимой перемен-
ной, уравнение становится билинейным, т. е. 
квадратичным по новой функции. В данном слу-
чае в уравнении имеются кубические (трилиней-
ные) члены. Однако, поскольку мы строим част-
ное решение, то можно потребовать, чтобы вы-
полнялось условие 

 
2

3
2 0,x tF F

F
    

откуда сразу удается определить значение пара-
метра ,  а именно, 2 .   Теперь уравнение 

(1.2) можно записать в билинейном виде 
22 0.t x xxt t xx xF F F F F F F F F        (1.3) 

Представим функцию F в виде формального ряда 
теории возмущений 

     2 3
1 2 31 ...,F f f f                (1.4) 

где  , , 1, 2,3...i if f x t i   – новые неизвестные 

функции,   – вообще говоря, не малый пара-
метр.   

Если подставить соотношение (1.4) в урав-
нение (1.3) и приравнять нулю коэффициенты 
при одинаковых степенях ,  то в результате по-
лучим бесконечную систему линейных уравне-
ний в частных производных. Только первое 
уравнение этой системы будет однородным. Все 
остальные уравнения – неоднородные. При этом 
каждая последующая функция if  будет опреде-

ляться только предыдущими функциями и их 
производными.  Для примера выпишем в явном 
виде первые три уравнения этой системы: 

1, 1, 1, 0,t x xxtf f f                   (1.5) 
2

2, 2, 2, 1, 1, 1,2 ,t x xxt t xx xf f f f f f       (1.6) 

3, 3, 3, 1 2, 1 2,

1 2, 1, 2,

t x xxt xxt t

x t xx

f f f f f f f

f f f f

       

    
 

        1, 2, 1, 2,4xx t x xf f f f                  (1.7) 

Последовательно решая данную систему, можно, 
в принципе, определить все функции .if  
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2 Одиночный кинк 
Для того, чтобы построить решение в виде 

одиночного кинка, нам понадобятся уравнения 
(1.5) и (1.6). Представим функцию 1f  в виде 

        0
1 1 1 1exp ,f k x t               (2.1) 

где 1,k  1,   0
1  – параметры решения. Параметр 

 0
1  характеризует начальное положение соли-

тона и без потери общности его можно положить 
равным нулю. Подставим соотношение (2.1) в 
уравнение (1.5). В результате получим дисперси-
онное соотношение вида 

           1
1 2

1

.
1

k

k


 


                       (2.2) 

Если подставить соотношение (2.1) в правую 
часть уравнения (1.6) и приравнять полученное 
выражение нулю, что необходимо для обрывания 
ряда (1.4) в методе Хироты, то удается точно 
определить значение параметра 1 :  

     1 2 .                              (2.3) 

Подставляя (2.3) в (2.2), находим квадратное 
уравнение для определения параметра 1k  

2
1 12 2 0,k k      

решения которого 
2 2

(1)
1

16
,

4
k

     



              (2.4) 

     
2 2

(2)
1

16

4
k

     



              (2.5) 

нам понадобятся для дальнейшего анализа. 
Коэффициенты ,   и   по условию зада-

чи являются положительными константами. 
Следовательно, параметр (1)

1k  является положи-

тельным, а (2)
1k  – отрицательным. Известно, что 

положительное значение параметра 1k  соответ-

ствует решению типа кинка, а отрицательное 
значение этого параметра соответствует реше-
нию типа антикинка [12]. Однако для кинка и 
антикинка рассматриваемый параметр отличает-
ся только знаком. Что касается его абсолютных 
значений, то они равны друг другу. Если рас-
смотреть нелинейное уравнение движения, до-
пускающее конфигурации типа кинка k  и анти-

кинка ,а  то последние будут связаны соотно-

шением    .к аk x t k x t      По сути 

дела, кинк и антикинк симметричны относитель-
но начала координат. В рассматриваемом здесь 
случае (1)

1k  и (2)
1k  не равны по модулю. Таким 

образом, можно заключить, что полученные зна-
чения (2.4) и (2.5) параметра 1k  соответствуют 

разным кинку и антикинку. Для каждого из этих 
значений имеется свой антикинк и свой кинк 
соответственно.  

Окончательно решение уравнения (0.4), 
описывающее состояние типа одиночного кинка 
(антикинка) для соответствующих значений па-
раметра 1,k  принимает вид 

  1,

1

(0)
1 1 1

1

,
1

1 tanh .
2

xf
u x t

f

k x t
k

 


  
  

 

         (2.6) 

Поскольку   в соотношении (1.4) является про-
извольным параметром, данное выражение по-
лучено при условии, что он равен единице. Как 
видно, соотношение (2.6) это не кинк (антикинк) 
согласно принятым соглашениям, а скорее объ-
ект типа кинка (антикинка), поскольку выраже-
ние содержит постоянную составляющую. Непо-
средственной подстановкой соотношения (2.6) в 
уравнение (0.4) можно убедиться, что оно явля-
ется решением этого уравнения. 
 

Заключение 
Известная модификация уравнения RLW 

вида (0.3) допускает решение в виде солитона. В 
настоящей работе рассмотрена новая модифика-
ция регуляризованного уравнения длинных волн, 
в которой учитывается взаимодействие процес-
сов дисперсии и диссипации. Построено решение 
уравнения, описывающее состояние типа оди-
ночного кинка (антикинка). Параметры получен-
ного решения принимают фиксированные значе-
ния. Это можно рассматривать как качественное 
указание на то, что полученное решение является 
устойчивым [12].  

Решения типа солитона или кинка являются 
топологически различными. В тоже время срав-
нение показывает, что дисперсионные соотно-
шения для них одинаковым образом зависят от 
параметра 1k  и совпадают, когда коэффициенты 

  и   равны единице. Следовательно, фазовые 

скорости для них будут одинаковым образом 
зависеть от 1,k  а это, в свою очередь, означает, 

что в обеих моделях дисперсия волновых паке-
тов будет носить одинаковый характер. 

Поскольку параметры (1)
1k  и (2)

1k  не равны 

по модулю, в качестве дальнейшего исследова-
ния данной задачи представляет интерес по-
строение решения, которое описывало бы свя-
занное состояние, например, кинка с (1)

1 1k k  и 

антикинка с (2)
1 1 .k k  

Благодарю рецензента статьи за полезные 
замечания, которые значительно способствовали 
её улучшению. 
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