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Аннотация. Рассматривается система поллинга с двумя очередями с ограниченным числом мест в буферах. В каждую 
очередь поступает марковский поток требований. Времена обслуживания запросов и переключения между очередями 
распределены по фазовому закону. Дисциплина обслуживания очередей – шлюзовая. Получены формулы для нахож-
дения стационарных вероятностей состояний системы в произвольный момент времени, а также формулы для вычис-
ления основных характеристик производительности системы. Найдены выражения для преобразований Лапласа –
 Стилтьеса распределений времен ожидания в буферах. 
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Введение 
Система поллинга в классическом варианте 

представляет собой систему массового обслужи-
вания с одним обслуживающим устройством и 
несколькими очередями. Обслуживание очере-
дей в системе поллинга происходит в порядке, 
который определяется дисциплиной опроса оче-
редей. Рассматриваемая в работе система состоит 
из двух очередей, которые прибор обслуживает 
друг за другом. Длительность непрерывного об-
служивания очереди определяется дисциплиной 
обслуживания. В данной работе предполагается 
шлюзовое обслуживание очередей. Более под-
робно познакомиться с сиcтемами поллинга, ме-
тодами их исследования и их практическим при-
менением можно, например, в [1]–[7]. В качестве 
процесса поступления требований в данной 

работе рассматривается марковский входной 
поток (см., например, [8]–[10]), а времена обслу-
живания требований и времена переключения 
между очередями предполагаются распределен-
ными по фазовому закону (см., например, [8]). 

В работе дается описание изучаемой моде-
ли, строится цепь Маркова, которая характеризу-
ет состояния системы в произвольный момент 
времени, приводятся формулы для нахождения 
стационарных вероятностей состояний системы, 
а также формулы для вычисления основных ха-
рактеристик производительности системы, нахо-
дятся преобразования Лапласа – Стилтьеса рас-
пределения времен ожидания в буферах. 
 

1 Описание системы 
Рассмотрим систему поллинга с одним об-

служивающим устройством и двумя очередями с 
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числом мест в буферах 1N  и 2N  соответственно. 

В каждую очередь поступает свой MAP-поток 
требований. Поведение k-го потока, k = 1, 2, пол-
ностью определяется матрицами ( ) ,k

lD  0,1,l   

которые задают интенсивности переходов управ-
ляющего процесса ( ) ( ), 0,k t t   между состоя-

ниями 0, 1, ..., kW  с генерацией l требований. 

Матрица ( )kD   ( ) ( )
0 1

k kD D  является генерато-

ром управляющего процесса. Cредняя скорость 
поступления требований ( )k  определяется как 

( ) ( ) ( )
1 ,k k kD  θ e  где ( )kθ  – вектор стационарного 

распределения состояний управляющего процес-
са, который является единственным решением 
системы уравнений ( ) ( ) ,k kD θ 0  ( ) 1,k θ e  где 0  – 
вектор-строка, состоящая из нулей, e  – вектор-
столбец, состоящий из единиц. 

Время обслуживания требования из k-ой оче-
реди имеет фазовое распределение с kM  фазами 

и неприводимым представлением ( ) ( )( , ),k kSβ  

k = 1, 2, где вектор ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( , ,..., )k k k k

M   β  задает 

начальное состояние управляющего процесса, 
матрица ( )kS  определяет интенсивности перехо-
дов управляющего процесса между состояниями 
1, ..., ,kM  а вектор ( ) ( )

0
k kS S e  задает интен-

сивности переходов в поглощающее состояние 
1.kM   Время подключения обслуживающего 

прибора к k-ой очереди также имеет фазовое 
распределение с kM   фазами и неприводимым 

представлением ( ) ( )( , ),k kS β  1, 2.k   

Дисциплина обслуживания очередей – 
шлюзовая. Это означает, что после подключения 
прибора к очереди обслуживание получают толь-
ко те требования, которые находились в буфере 
этой очереди в момент завершения подключения 
к ней прибора. Остальные требования будут об-
служены только после следующего подключения 
прибора к очереди. 

Для анализа описанной системы введем в 
рассмотрение случайный процесс  

(1) (2) (1) (2)( ) { ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )},

0,

t r t j t i t i t m t t t

t

   


 

где ( )r t  характеризует состояние обслуживаю-

щего устройства в момент времени t, 0 :t   
еcли прибор обслуживает

требования из -  ,

еcли прибор подключается

к -ой очереди, =1,2

,

)

,
;

(

k

r t
k ой очеред

k k
k

и



 


 

( )j t  описывает число требований, которые еще 

необходимо обслужить при текущем подключе-
нии; ( ) ( )ki t  описывает число требований в буфе-

ре k-ой очереди; ( )m t  определяет текущую фазу 

соответствующего процесса обслуживания или 
подключения; ( ) ( )k t  характеризует состояние 

управляющего процесса поступления требований 
в соответствующую очередь. Очевидно, процесс 

( ), 0,t t   полностью характеризует состояния 

системы в произвольный момент времени t, 
0.t   Как видно, данный процесс является це-

пью Маркова с непрерывным временем, стацио-
нарное распределение которой нам необходимо 
найти. 
 

2 Стационарное распределение вероятно-
стей состояний системы 

Очевидно, что цепь Маркова 
(1) (2) (1) (2)( ) { ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )},

0,

t r t j t i t i t m t t t

t

   


 

неприводима, регулярна и имеет конечное про-
странство состояний, поэтому существует един-
ственное стационарное распределение вероятно-
стей состояний этой цепи, которое совпадает с 
эргодическим (предельным) распределением: 

 ( ) (1) (2) (1) (2), , , , ,r j i i m     
(1) (1) (2) (2)

(1) (1) (2) (2)

lim { ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) },

t
P r t r j t j i t i i t i

m t m t t


    

      
 

где ,r k   1, rj N  при r k  и 0j   при ,r k   
( ) 0, ,k

ki N  1, ,rm M  ( ) 0, ,k
kW   k = 1, 2. 

 Cформируем из этих вероятностей вектор-
строки, записав вероятности в лексикографиче-
ском порядке по компонентам ( ),r t  ( ),j t  (1) ( ),i t  

(2) ( ),i t  ( ),m t  (1) ( ),t  (2) ( ) :t  
( ) (1) (2) ( ) (1) (2)

( ) (1) (2)
1 2
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( , , , , , ) , ,
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   
   

(1) (1)
1 1 2

(2) (2)
2 1 2

1,0,0 ,..., , , ,

1,0,0 ,..., , , ,

( N N N

N N N

π π π

π π
 

     (1) (1) (2) (2)
1 2 1 20,0 ,..., , , 0,0 ,..., ( , ) .)N N N Nq q q q  

Для нахождения стационарных вероятно-
стей состояний цепи Маркова ( ),t  0,t   соста-

вим систему уравнений Чепмена – Колмогорова. 
Введем следующие обозначения: 

     
1 1 1 12 2

1 1( )
1 2 0( , ) 1

r r

k
M i N M i NW W

R i i I D I I D I          
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2 21

2 21 1 2

2
0
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1
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I D S I r k
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1 12
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1( )
1 2 0

1

( , ) 1
r

r

k
M i NW

M i N W

Q i i I D I

I D I

    
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     
2 2 2 21 1

1 2

2 2
0

( )

1

, , 0, ,

r rM i N M i NW W

r
k kW W

I I D I I D

S I r k i N

        

    
 

где I – единичная матрица заданной размерности, 
  – символ кронекерова произведения матриц, 

ij  – дельта Кронекера. 

Можно показать, что справедлива следую-
щая система уравнений: 

   

     
1 12

1(1) (1) (2)
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π
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0
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1 , , 1
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
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Добавляя условие нормировки 1,πe  по-
лучим систему уравнений, единственным реше-
нием которой является вектор стационарных ве-
роятностей .π  Для решения полученной системы 
уравнений можно воспользоваться алгоритмом, 
предложенным в [11]. 

Зная распределение вероятностей, можно 
найти среднее число требований в буфере k, 

k = 1, 2, по формуле  
1

,
kN

k k
i

L i i


  π e  где 
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и вероятность потери требования, поступающего 
в буфер k, по формуле 
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3 Преобразование Лапласа – Стилтьеса 

времени ожидания произвольного требования 
Пусть ( ),kW x  0,x   есть функция распре-

деления времени ожидания произвольного тре-
бования в буфере k, k = 1, 2, а  

 
0

( ) ,st
k kw s e dW t

    

0Res   – ее преобразование Лапласа – Стилтье-

са. Будет полагать, что требования обслужива-
ются в порядке их поступления в буфер. Для на-
хождения функций ( )kw s  будем использовать 

метод катастроф (см., например, [12]), согласно 
которому ( )kw s  есть вероятность того, что за 

время ожидания требования в буфере k не насту-
пит ни одна «катастрофа». Для нахождения 
функций ( )kw s  проанализируем сначала воз-

можные состояния системы в момент прихода 
произвольного требования в k-ый буфер. 

Наблюдаемое требование поступает в запол-
ненный буфер. В этом случае требование теряет-
ся, а вероятность ненаступления «катастрофы» за 
время ожидания этого требования равняется 1. 
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Требование поступает в буфер очереди в 
момент подключения прибора к этой очереди. В 
этом случае время ожидания требования будет 
состоять из оставшегося времени подключения и 
времени обслуживания тех запросов, которые 
поступили в буфер раньше наблюдаемого требо-
вания. 

Требование поступает в буфер в момент, 
когда прибор занят обслуживанием запросов из 
другой очереди. В этом случае время ожидания 
требования будет состоять из оставшегося вре-
мени обслуживания текущего запроса, времени 
обслуживания запросов, которые еще требуется 
обслужить, времени подключения прибора к оче-
реди, в буфер которой поступило требование, 
времени обслуживания запросов, которые посту-
пили в буфер раньше наблюдаемого требования. 

Требование поступает в буфер в момент 
подключения прибора к другой очереди. В этом 
случае время ожидания требования будет состо-
ять из оставшегося времени подключения, вре-
мени обслуживания тех запросов, которые нахо-
дились в буфере в момент прихода наблюдаемо-
го требования, а также тех запросов, которые 
поступили в буфер за оставшееся время подклю-
чения, времени переключения к очереди, в буфер 
которой поступило требование, времени обслу-
живания тех запросов, которые поступили в бу-
фер раньше наблюдаемого требования. 

В момент прихода требования прибор занят 
обслуживанием запросов из очереди, в буфер 
которой поступило требование. В этом случае 
время ожидания требования будет состоять из 
оставшегося времени обслуживания текущего 
запроса, времени обслуживания запросов, кото-
рые еще требуется обслужить, времени на пере-
ключение к другой очереди, времени обслужи-
вания запросов, имевшихся в буфере другой оче-
реди в момент прихода наблюдаемого требова-
ния, а также тех запросов, которые поступили в 
буфер за время обслуживания остававшихся за-
просов из буфера первой очереди и за время 
подключения прибора ко второй очереди, време-
ни переключения к очереди, в буфер которой 
поступило требование, времени обслуживания 
запросов, которые поступили в буфер раньше 
наблюдаемого требования. 

Для нахождения функций ( )kw s  введем в 

рассмотрение следующие функции. Вектор, 
состоящий из преобразований Лапласа – Стил-
тьеса оставшегося времени обслуживания теку-
щего запроса или оставшегося времени текущего 
подключения при фиксированном текущем со-
стоянии управляющего процесса соответствую-

щего распределения   1( ) ( ) ( )
0( ) ,k k kL s sI S


  S  

1, 2.k     Преобразование Лапласа – Стилтьеса 
полного времени обслуживания запроса из k-ой 

очереди   1( ) ( ) ( ) ( )
0( ) ,k k k ks sI S


  β S  k = 1, 2. 

Матрица вероятностей того, что за время t, 0,t   

в m-ю очередь поступит l запросов ( , ),mP l t  

m = 1, 2, 0.l   
Лемма 3.1. Преобразование Лапласа – Стил-

тьеса оставшегося времени обслуживания те-
кущего запроса из k-ой очереди, k = 1, 2, в тече-
ние которого в m-ую очередь, m = 1, 2, поступит 
l запросов, 0,l   задается формулой 

    ( ) ( ) ( )
0, , ,

m

k k k
l l W

F m s z m s I S  

преобразование Лапласа – Стилтьеса оставше-
гося времени подключения к k-ой очереди, в те-
чение которого в m-ую очередь поступит l за-
просов, задается формулой 

    ( ) ( ) ( )
0, , ,

m

k k k
l l W

m s m s I   S  

преобразование Лапласа – Стилтьеса полного 
времени обслуживания запроса из k-ой очереди, в 
течение которого в m-ую очередь поступит l 
запросов, задается формулой 

     ( ) ( ) ( )
0, , ,

m

k k k
l l W

P m s d m s I S  

где 
 

     
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11 1( ) ( ) ( )
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Доказательство. По определению для 
функции ( ) ( , )k

lF m s  будем иметь 
( )( ) ( )

00
( , ) ( , )

k

m

k st S t k
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F m s e e P l t I dt
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Аналогично для функции  ( ) ,k
lz m s  имеем 

   

 
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Откуда получаем доказываемые формулы для 
( ) ( , )k

lF m s  и  ( ) , .k
lz m s  

Аналогично получаются формулы для 
функций  ( ) , ,k

lP m s   ( ) , ,k
ld m s   ( ) ,k

l m s  и 

 ( ) , .k
l m s                                                       

Лемма 3.2. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса времени обслуживания n запросов, 1,n   
из k-ой очереди, k = 1, 2, за которое в m-ую оче-
редь, m = 1, 2, поступит l запросов, 0,l   опре-
деляется по формуле 
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где 
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Здесь ( )n
k  и ( )n

k  – параметры фазового 

распределения суммы n независимых случайных 
величин, одинаково распределенных по фазовому 

закону с неприводимым представлением  ( ) ( ), .k kSβ  

Лемма 3.3. Преобразование Лапласа –
Стилтьеса  ( 1)

1 1,w s i  условного распределения 

времени ожидания требования в первом буфере 
при условии, что в момент поступления этого 
требования прибор подключается к первой оче-
реди, в буфере которой находится 1i  запросов, 

определяется по формуле 

     1( 1) ( 1) (1)
1 1, ( ) .

i
w s i L s s    

Доказательство. Учитывая вероятностную 
интерпретацию преобразования Лапласа – Стил-
тьеса, легко увидеть, что функция  ( 1)

1 1,w s i  

представляет собой произведение вероятностей 
ненаступления «катастрофы» за оставшееся вре-
мя текущего подключения прибора к первой 

очереди ( 1) ( )L s  и за время обслуживания 1i  за-

просов, находившихся в буфере в момент прихо-
да наблюдаемого требования   1(1)( ) .is                

Лемма 3.4. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  (2)

1 1 2, , ,w s j i i  условного распределения 

времени ожидания требования в первом буфере 
при условии, что в момент поступления этого 
требования прибор обслуживает запросы из 
второй очереди, причем j запросов еще требует-
ся обслужить, в первом буфере находится 1i  

запросов, а во втором – 2 ,i  определяется по 

формуле 

     1(2) (2) (2) ( 1) ( 1)
1 1 2 1 1, , , ( ) ( , ).

j
w s j i i L s s w s i

    β  

Доказательство. Используя вероятностную 
интерпретацию преобразования Лапласа – Стил-
тьеса, получаем, что функция  (2)

1 1 2, , ,w s j i i  есть 

произведение вероятностей ненаступления «ка-
тастрофы» за оставшееся время обслуживания 
текущего запроса  (2)L s  и за время обслужива-

ния остальных j – 1 запросов    1(2) ,
j

s


  умно-

женное на произведение распределения вероят-
ностей состояний управляющего процесса при 
подключении прибора к первой очереди ( 1)β  на 

вероятность ненаступления «катастрофы» за ос-
тавшееся с момента начала подключения время 
ожидания наблюдаемого требования  ( 1)

1 1, .w s i
 

Лемма 3.5. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса ( 2)

1 1 2( , , )w s i i  условного распределения вре-

мени ожидания требования в первом буфере при 
условии, что в момент поступления этого тре-
бования прибор подключается ко второй очере-
ди, в буфере первой очереди находится 1i  запро-

сов, а в буфере второй очереди – 2i  запросов, 

определяется как 

 

   
2 2

( 2)
1 1 2

1
(2) (2) (2)

1 2 1
0

, ,

2, , , ,0
N i

l
l

w s i i

s w s i l i



 





    β
 

2 2

(2) (2) (2)
1 2 1(2, ) ( , , ,0).l

l N i

s w s N i


 

  β  

Доказательство. Исходя из вероятностного 
смысла преобразования Лапласа – Стилтьеса, 
функция ( 2)

1 1 2( , , )w s i i  есть вероятность того, что 

«катастрофа» не наступит за оставшееся время 
подключения прибора ко второй очереди и за это 
время во вторую очередь поступит l запросов 

 (2) 2, ,l s  умноженная на произведение распре-

деления вероятностей состояний управляющего 
процесса для обслуживания первого запроса из 
второго буфера (2)β  и вероятности ненаступле-

ния «катастрофы» в будущем  (2)
1 2 1, , ,0 .w s i l i  
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Лемма 3.6. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  (1)

1 1 2, , ,w s j i i  условного распределения 

времени ожидания требования в первом буфере 
при условии, что в момент поступления этого 
требования прибор обслуживает запросы из 
первой очереди, если еще требуется обслужить 
j запросов, при этом в первом буфере находится 

1i  запросов, а во втором – 2 ,i  определяется как 

 (1)
1 1 2, , ,w s j i i   
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 

2 2 2 21 1
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0 0
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l
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 
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Доказательство. Учитывая вероятностный 
смысл преобразования Лапласа – Стилтьеса, по-
лучаем, что функция  (1)

1 1 2, , ,w s j i i  есть произ-

ведение вероятности того, что «катастрофа» не 
наступит за оставшееся время обслуживания за-
проса из первой очереди и за это время во вто-
рую очередь поступит l запросов  (1) 2,lF s  на 

вероятность того, что «катастрофа» не наступит 
за время обслуживания остальных запросов из 
первой очереди и за это время придёт m запросов 
во вторую очередь  (* 1,1) 2,j

mP s  на произведение 

начального распределения вероятностей состоя-
ний управляющего процесса подключения ко 
второму буферу ( 2)β  и вероятности ненаступле-

ния «катастрофы» в будущем  ( 2)
1 1 2, , .w s i i  

Теорема 3.1. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  1w s  распределения времени ожидания 

произвольного требования в первом буфере вы-
числяется по формуле 

 

   
1 2

1 2

1 2

1 1

(1)1
1(1) ( 1)
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i i
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I D I
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 
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 
 

 q e
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I D I
j i i w s j i i
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π e  
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(1)
1(2) ( 2)

1 2 1 1 2(1)
, , ,

M W
I D I

i i w s i i 
 

 


q e  
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2
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

π e  

Доказательство. Вытекает из формулы пол-
ной вероятности и лемм 3.3–3.6.                            

Аналогичным образом доказывается 

 Теорема 3.2. Преобразование Лапласа – Стил-
тьеса  2w s  распределения времени ожидания 

произвольного требования во втором буфере 
вычисляется по формуле 

 

   
2 1

2 1

2 1

2 2

(2)1
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где соответствующие функции определяются как 
          22 2 (2)
2 2, ( ) ,iw s i L s s    

             1 1 2(1) 1 ( 2)
2 1 2 2 2, , , ( ) , ,jw s j i i L s s w s i   β  
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Следствие 3.1. Среднее время ожидания 
произвольного требования kW  в буфере k, 1,2,k   

вычисляется по формуле 0

( )
| .k

k s

dw s
W

ds    

Среднее время ожидания требования, при-
нятого в k-ый буфер, accept

kW  вычисляется по 

формуле .
1

accept k
k loss

k

W
W

P



  

Доказательство. Формула для kW  вытекает 

из свойств преобразования Лапласа – Стилтьеса. 
Для вывода формулы для accept

kW  заметим, что 

среднее время ожидания произвольного требова-
ния в k-ом буфере также учитывает среднее вре-
мя ожидания потерянных требований:  

,loss loss accept accept
k k k k kW W P W P   

где 0loss
kW   – среднее время ожидания потерян-

ного требования в k-ом буфере, accept
kP  – вероят-

ность принятия требования в k-ом буфере.  



Система поллинга с двумя марковскими входными потоками, конечными буферами и фазовым распределением времен… 
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Учитывая тот факт, что 1,loss accept
k kP P   по-

лучаем  

.
1

accept k k
k accept loss

k k

W W
W

P P
 


                     

 
 Заключение 

Исследована система массового обслужива-
ния с дисциплиной поллинга и двумя потоками 
запросов, которая может быть использована для 
рекуррентного вычисления характеристик сис-
темы с произвольным числом потоков запросов 
при весьма общих предположениях о входном 
потоке и распределениях времен обслуживания 
запросов и времен переключения прибора между 
потоками. Модель MAP входного потока позво-
ляет учитывать возможную корреляцию интер-
валов между моментами поступления запросов и 
произвольное значение дисперсии длин этих ин-
тервалов. Распределение фазового типа времен 
обслуживания запросов и времен переключения 
прибора между потоками может быть использо-
вано для аппроксимации произвольного распре-
деления. Основным результатом статьи являются 
формулы для вычисления преобразований Лап-
ласа – Стилтьеса распределений времен ожида-
ния запросов. Для их вывода использована тех-
ника метода введения дополнительного события 
(метода катастроф), использующего вероятност-
ную интерпретацию преобразования Лапласа –
Стилтьеса. Результаты могут быть обобщены на 
случай наличия взаимной корреляции входных 
потоков. 
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