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Аннотация. В данной статье все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу. Группа G называется  
 -отделимой, если каждый ее главный фактор является либо  -группой, либо  -группой. Подгруппа A группы G 

является ,   -субнормальной в G, если в G имеется цепь подгрупп 0 1 nA A A A G      такая, что либо 1 ,i iA A   

либо 1/ ( )
ii i AA A  является  -отделимой группой для всех i = 1, …, n. В данной статье изучается влияние ,   -суб-

нормальных подгрупп на строение основной группы. 
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Введение 
В данной статье все группы конечны и G 

всегда обозначает конечную группу. Более того, 
  – множество всех простых чисел,     и 

\ .  �  Если n – целое число, то символ ( )n  

обозначает множество всех простых чисел, де-
лящих n; как обычно, ( ) (| |)G G    – множество 

всех простых чисел, делящих порядок группы G. 
Группа G называется:  -отделимой, если 

каждый ее главный фактор является либо  -груп-
пой, либо  -группой;  -разложимой, если 

( ) ( ).G O G O G    

Мы говорим, что подгруппа A группы G яв-
ляется ,   -субнормальной в G, если в G имеет-
ся цепь подгрупп  

0 1 nA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A   явля-

ется  -отделимой группой для всех 1, , .i n   
В данной работе мы докажем следующий 

результат, дающий новые характеризации  -от-
делимых групп в терминах ,   -субнормаль-
ности. 

Теорема 0.1. Следующие утверждения по-
парно эквивалентны. 

(i) Группа G является  -отделимой. 
(ii) Каждая подгруппа группы G является 

,   -субнормальной в G. 
(iii) Каждая ненильпотентная максималь-

ная подгруппа группы G является ,   -субнор-
мальной в G. 

(iv) Каждая нециклическая силовская под-
группа группы G является ,   -субнормальной в G. 

(v) В G имеется ,   -субнормальная холло-
ва  -подгруппа H. 

(vi) Каждая подгруппа Шмидта группы G 
является ,   -субнормальной в G. 
 

1 Некоторые предварительные результаты 
Мы используем ,  G  для обозначения клас-

са всех  -отделимых групп. 
Первая лемма может быть доказана прямой 

проверкой. 
Лемма 1.1. Класс ,  G  замкнут относитель-

но взятия прямых произведений, гомоморфных 
образов и подгрупп. Более того, всякое расширение 
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 -отделимой группы при помощи  -отделимой 
группы является  -отделимой группой. 

Из леммы 1.1. и основного результата рабо-
ты [1] вытекает следующая лемма. 

Лемма 1.2. Множество всех ,   -субнор-
мальных подгрупп группы G формирует подре-
шетку в решетке всех подгрупп группы G. 

Лемма 1.3. Пусть A, K и N – подгруппы в G, 
где A ,   -субнормальна в G и N нормальна в G. 

(1) Подгруппа A K  ,   -субнормальна в K. 
(2) Если K является ,   -субнормальной под-

группой в A, то K яляется ,   -субнормальной 
подгруппой в G. 

(3) Если K ,   -субнормальна в G, то 
A K  и ,A K   – ,   -субнормальные подгруп-
пы в G. 

(4) Подгруппа /AN N  является ,   -суб-
нормальной в / .G N  

(5) Если N K  и подгруппа /K N  ,   -суб-
нормальна в / ,G N  то подгруппа K ,   -субнор-
мальна в G. 

(6) Если K A  и группа A  -отделима, то 
подгруппа K ,   -субнормальна в G. 

Доказательство. Предположим, что данная 
лемма не является верной и пусть G – контрпри-
мер минимального порядка. Согласно условию, в 
G имеется цепь подгрупп 

0 1 rA A A A G      

такая, что либо 1iA   нормальна в ,iA  либо 

1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая группа для всех 

1, , .i r   Пусть 1.rM A   Мы можем считать, 

не теряя общности, что .M G  
(1) Рассмотрим цепь подгрупп  

0 0 1 rK K A K A K A K         
в группе K. Если 1iA   нормальна в ,iA  тогда 

1iK A   нормальна в .iK A  Пусть теперь 

1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая группа. Тогда 

1 1 1( )( ) / ( ) / ( )
i i ii i A i A i i AA K A A A K A K      

 -отделима, где 1( )
ii AA K   нормальна в iA K  

и поэтому  

1 1( ) ( ) .
i ii A i K AA K K A      

Следовательно, 1( ) / ( )
ii i K AK A K A     –  -от-

делимая группа. Таким образом, A K  ,   -суб-
нормальна в K. 

Утверждения (2) и  (5) очевидны. 
(3) Данное утверждение является следстви-

ем леммы 1.2. 
(4) Рассмотрим цепь подгрупп 

0 1/ / / / /rAN N A N N A N N A N N G N      
в группе / .G N  Предположим, что 1 /iA N N  не 

является нормальной подгруппой в / .iA N N   

Тогда 1iL A   не является нормальной подгруп-

пой в iT A  и поэтому / TT L  –  -отделимая 

группа согласно условию. Тогда 
( / ) / ( ( ) / )

( / ) / (( ) / ) / ( )
T T T

T T T T

T L L T N L

T L T NL L T T NL

 
   

 

/ ( / ) / ( / )T TTN L N TN N L N N  

–  -отделимая группа. При этом имеет место 
включение // ( / ) .T TN NL N N LN N  Следователь-

но, /( / ) / ( / )TN NTN N LN N  –  -отделимая группа 

и поэтому /AN N  – ,   -субнормальная под-

группа в / .G N  
(6) Так как A  -отделима, то каждая под-

группа группы A ,   -субнормальна в A. Таким 
образом, данное утверждение является следстви-
ем утверждения (2).                                                 

Напомним, что G называется группой 
Шмидта, если группа G ненильнотентна, но все 
ее собственные подгруппы нильпотентны. 

Лемма 1.4 [3, III, теорема 5.2], [4, VI, теоре-
ма 24.2]. Если G является группой Шмидта, то 

,G P Q   где P G N  – силовская p-подгруппа 

группы G и Q x    является циклической силов-

ской q-подгруппой в G, .p q  Кроме того, 

( )qx G     и P имеет экспоненту p или 4 (если 

P – неабелева 2-группа). 
 

2 Доказательство основного результата 
Поскольку все импликации (ii)   (iii), 

(ii)   (iv), (ii)   (v) и (ii)   (vi) являются оче-
видными, нам достаточно лишь доказать спра-
ведливость импликаций (i)   (ii), (iii)   (i), 
(iv)   (i), (v)   (i) и (vi)   (i). 
 (i)   (ii), (iii). Пусть  ,H M G   где M – 

максимальная подгруппа в G. Тогда M и / GG M  – 

 -отделимые группы согласно лемме 1.1. Таким 
образом, M ,   -субнормальна в G. С другой 
стороны, H ,   -субнормальна в M по индукции 

и поэтому H ,   -субнормальна в G ввиду лем-
мы 1.3 (2). Таким образом, обе импликации 
(i)   (ii) и (i)   (iii) являются верными. 

(iii)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. 

Пусть R – минимальная нормальная под-
группа в G и /M R  – ненильпотентная макси-
мальная подгруппа в / .G R  Тогда M максималь-
на в G и M не является нильпотентной группой, 
поэтому M ,   -субнормальна в G по условию. 
Следовательно, /M R  ,   -субнормальна в 

/G R  ввиду леммы 1.3(4). Таким образом, усло-
вие (iii) выполнено для /G R  и поэтому /G R  
является  -отделимой группой ввиду выбора 
группы G. Следовательно, R не является 
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 -группой и не является  -группой по лемме 
1.1, снова ввиду выбора группы G. Это означает, 
что ( )R G  и | ( ) | 1.R   

Если в G имеется минимальная нормальная 
подгруппа ,N R  тогда ввиду G-изоморфизма 

/ /1NR R N  подгруппа N является либо 
 -группой, либо  -группой, что невозможно 
ввиду доказанного выше. Таким образом, R явля-
ется единственной минимальной нормальной 
подгруппой в G. 

Пусть p – произвольное нечетное простое 
число, делящее | R |, и pR  – силовская p-под-

группа в R. Ввиду  аргумента Фраттини имеет 
место ( ),G pG RN R  где ( )G pG N R  поскольку 

R не является абелевой группой. Тогда для мак-
симальной подгруппы M группы G, содержащей 

( ),G pN R  имеет место R M  и поэтому мы име-

ем G RM  и 1.GM   Более того, если ,p pR G  

где pG  – силовская p-подгруппа группы G, то 

p pR R G   и поэтому ( ) .p G pG N R M   Сле-

довательно, p не делит | G : M | и 1.GM   

Предположим, что пересечение :D M R   
является нильпотентным. Тогда D – нильпотент-
ная нормальная подгруппа в M и K p  является 

силовской p-подгруппой в D. Более того, K p  

нормальна в M, поскольку D нильпотентна и, 
следовательно, подгруппа ( (K ))pZ J  нормальна 

в M. Поскольку 1,GM   то ( ( (K ))) .G pN Z J M  

Тогда K ( ( (K )))pN Z J D  – нильпотентная груп-

па. Отсюда следует, что К p-нильпотентна по 
теореме Глаубермана – Томпсона о нормальных 
p-дополнениях [2, гл. 8, теорема 3.1]. Но тогда К 
является p-группой, что противоречит доказан-
ному выше. Следовательно, :D M R   не явля-
ется нильпотентным и поэтому M не является 
нильпотентной группой. Но тогда M ,   -суб-
нормальна в G и, следовательно, 

/ /1GG G M G  
– G является  -отделимой группой, что проти-
воречит выбору этой группы. Таким образом, 
импликация (iii)   (i) является верной. 

(iv)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. 

Пусть R – минимальная нормальная под-
группа в G и пусть /P R  – нециклическая силов-
ская p-подгруппа в /G R  для некоторого просто-
го числа p. Тогда для некоторой силовской 
p-подгруппы pG  группы G имеет место 

/ /pG R R P R  и pG  не является циклической 

группой. Следовательно, pG  ,   -субнормальна 

в G и поэтому / /pP R G R R  ,   -субнормальна 

в /G R  согласно лемме 1.3 (4). Таким образом, 
гипотеза верна для /G R  и поэтому /G R  явля-
ется  -отделимой группой ввиду выбора группы G. 

Прежде покажем, что .R G  Действитель-
но, предположим, что R G  – неабелева простая 
группа и пусть P – силовская p-подгруппа в G, 
где p – наименьший простой делитель числа | G |. 
Тогда P не является циклической группой и по-
этому, ввиду условия, в G имеется цепь подгрупп 

0 1 rP A A A G     такая, что либо 1iA   

нормальна в ,iA  либо 1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая 

группа для всех 1, , .i r   Пусть 1.rM A   Мы 

можем считать, не теряя общности, что .M G  
Но тогда / /1GG G M G  –  -отделимая груп-

па, что противоречит выбору группы G. Значит, 
R – собственная подгруппа в G. 

Покажем теперь, что R также является  
 -отделимой группой. Прежде заметим, что для 
любой нециклической силовской подгруппы P 
группы R в G имеется нециклическая силовская 
подгруппа pG  такая, что .pP G R   Но тогда P 

,   -субнормальна в R согласно лемме 1.3 (1). 
Таким образом, условие (iv) выполнено для R и 
поэтому R является  -отделимой группой ввиду 
выбора группы G. Но тогда G является  -отде-
лимой группой поскольку  -отделима группа 

/ .G R  Полученное противоречие завершает до-
казательство импликации (iv)   (i). 

(v)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. Тогда 1 .H G   Так как 
H  ,   -субнормальна в G, в группе G имеется 
цепь подгрупп  

0 1 rA A A A G      
такая, что либо 1iA   нормальна в ,iA  либо 

1/ ( )
ii i AA A   –  -отделимая группа для всех 

1, , .i r   Пусть 1.rM A   Мы можем считать, 

не теряя общности, что M G  поскольку 
.H G  Понятно, что условие выполнено для 

( , ),M H  поэтому M  -отделима в силу выбора 

группы G. Понятно также, что | G : M | –  
 -число. Это влечет  -отделимость группы G в 

случае, если M нормальна в G. Таким образом, M 
не является нормальной в G и поэтому / GG M  – 

 -отделимая группа. Но в этом случае группа G 
является  -отделимой поскольку GM  –  -от-

делимая группа, что противоречит выбору G. 
Таким образом, импликация (v)   (i) также яв-
ляется верной. 

(vi)   (i). Предположим, что эта имплика-
ция неверна, и пусть G является контрпримером 
минимального порядка. 

Пусть N – минимальная нормальная под-
группа в G. Прежде мы покажем, что G / N –  
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 -отделимая группа. Если G / R нильпотентна, 
то это очевидно. Предположим, что фактор 
группа G / R не является нильпотентной и пусть 
E / R – подгруппа Шмидта в G / R. Пусть H – ми-
нимальное добавление к N в E. Тогда  

/ ( ) / /H H N HN N E N   
– группа Шмидта и ( ).H N H    Пусть 

( )H    и A – подгруппа Шмидта в H. 

Из леммы 1.4 вытекает, что 
( / ( )) / ( / ( ))

( / ( )) / ( / ( )) / ,

H H N H H N

H H N H N H P Q

   
      

 

где P – силовская p-подгруппа, Q – силовская 
q-подгруппа в /H   и | |Q q  для некоторых 

простых чисел .p q  Отсюда, снова по лемме 

1.4, следует, что ,p qA A A   где ( ) .A
qA A  То-

гда ,qA   так как   нильпотентна. Следова-

тельно, /qA   является силовской q-подгруп-

пой в / ,H   и поэтому  
/( / ) ( ) / / .H H

q qA A H        

Следовательно, ( ) ,H
qA H  поэтому  

( ) .H
qE HN A N   

Согласно лемме 1.3 (3), ( )H H
qA A  являет-

ся ,   -субнормальной подгруппой в G и, сле-
довательно,  

/ ( ) /H
qE N A N N  

,   -субнормальна в /G N  по лемме 1.3 (4). 

Следовательно, гипотеза верна для / ,G N  по-

этому выбор G подразумевает, что /G N  –  -от-
делимая группа. 

Рассуждая теперь, как при доказательстве 
импликации (vi)   (i), можно показать, что N – 
 -отделимая группа. Но тогда G является  -от-
делимой группой. Полученное противоречие за-
вершает доказательство импликации (vi)   (i).  
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