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Введение 
Группы, рассматриваемые в статье, предпо-

лагаются конечными. В теории групп к объектам 
экстремально расположенным в группе уделяет-
ся особое внимание. Одними из представителей 
таких объектов являются максимальные под-
группы, свойства которых могут многое сказать 
о строении самой группы. Часто рассматривают 
не сами максимальные подгруппы, а пересечения 
их некоторых семейств. Основополагающим ре-
зультатом этого подхода явилась работа 
Г.Фраттини [1]. Введённая им подгруппа, на-
званная его именем, дала импульс для развития 
теории пересечений максимальных подгрупп 
(см. монографии [2], [3], [9]).  
 Настоящая работа посвящена рассмотрению 
обобщённо максимальных подгрупп в группах с 
операторами. Данная работа является продолже-
нием исследований, отраженных в работах [4], 
[10], [11].  
 

1 Определения и обозначения 
Используемые в статье объекты и опреде-

ления являются классическими. Ознакомиться с 
ними можно в вышеуказанных работах. 

Пусть F  – произвольная формация. Введем 

следующие обозначения: ( , )D G A

F  ( ( , ))D G A


F  

пересечение ядер всех максимальных A-допусти-
мых  -подгрупп группы G, не содержащих 
F -корадикал группы G (и не принадлежащих 
формации F ), индексы которых делятся на про-
стые числа из .  

При отсутствии подгрупп с определенными 
свойствами будем считать, что эти объекты рав-
ны G. 

Заметим, что не всякая максимальная под-
группа обязана являться максимальной A-допус-
тимой и не любая максимальная из A-допус-
тимых подгрупп группы будет являться макси-
мальной подгруппой в самой группе [11]. 
 

2 Основной результат 
Теорема 2.1. Пусть подгрупповой функтор 

  является абнормально полным, а группа G 
обладает группой операторов A, такой, что 
(| |,| |) 1,G A   F  – локальная nS -замкнутая фор-
мация, которая содержит все нильпотентные 
группы, ( , )D G A G






F  и подгруппа ( , )D G A

F  

МАТЕМАТИКА
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 -разрешима. Тогда в подгруппе ( , )D G A

F  най-

дется нормальная  -подгруппа T  такая, что 
( , ) / .D G A T






F F  

Доказательство. Допустим, что группа G – 
контрпример минимального порядка. Очевидно, 
что ( , )D G A


F  не будет принадлежать формации 

,F  а иначе в качестве подгруппы T можно поло-
жить единичную подгруппу.  

Так как подгруппа ( , )D G A

F  отлична от G, 

то из работы [4] заключаем, что ( , ) .G D G A F F  

Но ( , ) ( , ).D G A D G A
 


F F  Отсюда следует, что 

( , ) ( , ).D G A D G A
  



F F  Значит, в группе G суще-

ствует такая максимальная A-допустимая  -под-
группа M, не принадлежащая формации F  и 

,M GF  что ( , ).G MD G A





F  Если | ( , ) |D G A

F  – 

 -число, то | : | | ( , ) |:| ( , ) |G M D G A D G A M
   
 

F F  – 

 -число. Получили противоречие с тем, что 
( , ) .G MD G A M


 



F  Значит, порядок подгруппы 

( , )D G A

F  делится на простые числа из .  

Обозначим через   множество, содержа-
щее все максимальные A-допустимые в группе G 
 -подгруппы, не принадлежащие формации ,F  

не содержащие ,GF  с индексами в G, являющи-
мися  -числами. 

Допустим, что в подгруппе ( , )D G A

F  мо-

жет существовать неединичная  -подгруппа T, 
являющаяся нормальной в группе G. Пусть в 

/G T  существует такая подгруппа / ,M T  что 
M  из   и /M T  принадлежит .F  Тогда будет 

выполняться ( , ) / ,D G A T





F F  так как формация 

F  является замкнутой относительно нормальных 
подгрупп. И вновь получено противоречие с пред-
положением. Если в /G T  существует максималь-
ная A-допустимая  -подгруппа / ( / ) ,H T G T F  

не принадлежащая формации F  и не принадле-
жащая ,  с индексом в / ,G T  являющимся  
 -числом, то .H F  Из этого следует, что 

/ .H T F  И снова получено противоречие. По-

лучаем, что ( / , ) ( , ) / .D G T A D G A T
  
 

F F  Так как 

выполняется / ( / , ) ( , ) / ,G T D G T A D G A T
   
 

F F  

то для фактор-группы /G T  по допущению тео-
рема верна. Тогда в подгруппе ( , ) /D G A T


F  

можно отыскать нормальную в /G T   -под-
группу * /T T  такую, что *( , ) / / / .D G A T T T






F F  

Отсюда будет следовать, что *T -  -подгруппа и 
*( , ) / ,D G A T






F F  что снова противоречит пред-

положению. 

Сделаем допущение, что ( , ) 1.G A   Если 

при этом / ( , ) ,M G A F  где ,M   то 

( , ) / ( , ) ,D G A G A
  


F F  так как F  – nS -замкну-

тая формация. На основании результата работы 
[4] подгруппа ( , )D G A


F  обязана принадлежать 

формации ,F  что, как видно, противоречит 
предположению. Отсюда следует, что в группе 

/ ( , )G G A  все максимальные A-допустимые 

 -подгруппа / ( , ),M G A  где M  из ,  не 

принадлежат формации ,F  значит,  

/ ( , ) ( / ( , ))

( , ) / ( , ).

G G A D G G A

D G A G A





  

 

   

 




F

F
 

Так как порядки соответствующих групп 
| / ( , ) | | |,G G A G   то в / ( , )G G A  обязана 

найтись нормальная  -подгруппа * / ( , ),T G A  

такая, что *( , ) / ( , ) / / ( , ) .D G A G A T G A
    


F F  
Если предположить, что F  является формацией 

всех  -групп, то на основании работы [4] полу-

чим, что * * *
1 2 ,T T T   где *

1T  –  -подгруппа, а 
*

2T  –  -подгруппа. Отсюда вытекает, что в G 

будет существовать нормальная  -подгруппа, 
что, как можем видеть, противоречит предполо-
жению. 

Далее в рассуждениях предполагаем, что 
( , ) 1.G A   

Допустим, что подгруппа 1N  является ми-

нимальной нормальной в G и одновременно со-
держится в ( , ).D G A


F  Так как в группе G не су-

ществует нормальных  -подгрупп, ( , )D G A

F  

является  -разрешимой подгруппой и ,N F  то 

отсюда следует, что 1N  является собственной 

 -подгруппой ( , ).D G A

F  

Так как подгруппа ( , )G A  отлична от 

единицы, то в группе G обязана существовать 
максимальная A-допустимая  -подгруппа M  с 
таким свойством, что 1.G MN  Если M  не со-

держит F -корадикал, то ,M F  так как 

1| : | | |G M N  является  -числом. Отсюда вытека-

ет, что 1/ ,G N F  а это влечет / ( , ) .G D G A





F F  

Отсюда будет следовать, произвольная макси-
мальная A-допустимая в G  -подгруппа, которая 

будет содержать подгруппу ( , ),D G A

F  будет 

являться подгруппой, которая содержит ,GF  а 
это будет противоречить выбору подгруппы 

( , ) .D G A G





F  

 Из вышесказанного заключаем, что M явля-
ется максимальной A-допустимой  -подгруппой 
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группы G, которая будет содержать F -коради-
кал. Таким образом, каждая из максимальных 
A-допустимых в группе G функторных подгрупп, 
не содержащих нормальную подгруппу 1,N  од-

новременно содержат F -корадикал. Из этого 

заключения следует, что 1N  будет являться 

F -гиперцентральной нормальной подгруппой 
группы G, а это означает, что  

1/ ( ) ( ) ,GG C N f p F  
где p  является делителем порядка 1.N  Из того, 

что F  – nS -замкнутая формация, следует, что  

1 1

1

( , ) ( ) / ( )

( , ) / ( ) ( , )

G G

G

D G A C N C N

D G A C N D G A



 



 



  


 

F

F F
 

1( , )
( , ) / ( ) ( ) ,

D G A
D G A C N f p

 
  



F

F F  

где p делит 1| | .N  

Допустим, что /L H  – произвольный глав-

ный фактор подгруппы ( , ),D G A

F  такой, что 

1.L N  Так как 1( , ) ( , )
( ) ( / ),

D G A D G A
C N C L N

  


 
F F  то 

( , )
( , ) / ( / ) ( ) ,

D G A
D G A C L N f p

 
  



F

F F  где p делит 

| / | .L N  Отсюда следует, что подгруппа 1N  бу-

дет являться F -гиперцентральной в подгруппе 

( , ).D G A

F  

Допустим, что ( , ) 1.GM D G A


 


F  Тогда  

( ( , )) /

( , ) / ( , )

G G

G

M M D G A M

M D G A M D G A M



 



 

 

    


 

F

F F
 

( , ) .M D G A


  


F F  

Но 1( , ) ( , ) / ,M D G A D G A N
   
 

F F  так как  

1 1

1 1

( , ) / ( , ) /

( , ) /

D G A N G D G A N

MN D G A N

 



 



  

  
 



F F

F
 

1 1

1

( ( , )) /

( , ) / ( , )

( , ).

M D G A N N

M D G A M D G A N

M D G A



 





 



  

    

 



 



F

F F

F

 

Так как 1N  является F -гиперцентральной в 

( , )D G A

F  подгруппой и подгруппа 1( , ) /D G A N


F  

принадлежит ,F  то ( , ) ,D G A





F F  что, как ви-

дим, противоречит предположению. 
Отсюда будет следовать, что пересечение 

( , )GM D G A





F  отлично от единицы. Так как 

1 ( , ) 1,GN M D G A


  


F  то в подгруппе ( , )D G A

F  

можно отыскать минимальную нормальную в G 
 -подгруппу 2 ,N  отличную от единицы. 

Проверим, что условия теоремы выполнимы 
для подгрупп 1/G N  и 2/ .G N  Предположим, что 

найдется хотя бы по одной фактор-группе 

1/kM N F  и 2/ ,lM N F  где kM  и lM  из ,  

что влечет выполнение 1( , ) /D G A N





F F  и 

2( , ) / ,D G A N





F F  так как F  – формация, замк-

нутая относительно нормальных подгрупп. От-
сюда будет следовать, что ( , ) ,D G A






F F  а это не 

соответствует предположению.  
Предположим теперь, что в 1/G N  найдётся 

как минимумодна максимальная A-допустимая 
функторная подгруппа 1/ ,iM N F  ,iM   а в 

2/G N  все подгруппы 2/jM N  не принадлежат 

формации ,F  где .jM   Следовательно, 

2 2( / , ) ( , ) / ,D G N A D G A N
  
 

F F  т. е. для 2/G N  

теорема будет верна, а это значит, что в 

2( , ) /D G A N

F  обязана существовать нормальная 

в 2/G N   -подгруппа *
2/ ,T N  причем такая, 

что * *
2 2( , ) / / / ( , ) / .D G A N T N D G A T

   
 

F F F  

Но и 1( , ) / .D G A N





F F  Отсюда следует, что 
*

1( , ) / .D G A N T


 


F F  Если бы *
1 ,N T  то 

*
2 2 1 2 2 2/ / /N N N N N T N   и 1 2 2/N N N  –  

 -подгруппа, а это будет противоречить тому, 
что 1N  –  -подгруппа. Остаётся заключить, что 

*
1 1.N T   Отсюда ( , ) .D G A






F F  Снова полу-

чили противоречие с нашим предположением. 
Такие же рассуждения проводятся, предполагая, 
что в 2/G N  найдется как минимум одна макси-

мальная A-допустимая функторная подгруппа 

2/ ,M N F  где ,M   а в 1/G N  любая макси-

мальная A-допустимая функторная подгруппа 1/H N  

не будет принадлежать формации ,F  где .H   

Следовательно, в фактор-группах 1/G N  и 

2/G N  не может существовать ни одной макси-

мальной A-допустимой функторной подгруппы, 
не содержащей F -корадикал, которая одновре-
менно принадлежит формации F  и в качестве 
своего индекса в соответствующей фактор-
группе  -число. Значит,  

1 1 1/ ( / , ) ( , ) /G N D G N A D G A N
   
 

F F  

и 2 2 2/ ( / , ) ( , ) / .G N D G N A D G A N
   
 

F F  Исполь-

зуя допущение, получим, что в подгруппах 

1( , ) /D G A N

F  и 2( , ) /D G A N


F  будут существо-

вать соответственно в 1/G N  и 2/G N  нормаль-

ные  -подгруппы 1 1/T N  и 2 2/T N  такие, что  

1 1 1( , ) / / /D G A N T N





F F  

и 2 2 2( , ) / / / .D G A N T N





F F  Непосредственно 

отсюда получаем, что 1 2( , ) / .D G A T T


 


F F  



О пересечении не F -подгрупп, выделяемых подгрупповым функтором, в группах с операторами 
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Пусть 1 2T T T   – неединичная подгруппа. 

Подгруппа 1N  не содержится в подгруппе 2 ,T  

так как 1N  –  -подгруппа, а 2 2/T N  –  -под-

группа. Проводя аналогичные рассуждения за-
ключаем, что 2N  не содержится в 1,T  так как 

2N  –  -подгруппа, а 1 1/T N  –  -подгруппа. 

Отсюда непосредственно будет следовать, что 

1 2T T  –  -подгруппа. По предположению в 

подгруппе ( , )D G A

F  не существует нормальных 

в группе G  -подгрупп. Отсюда вытекает, что 

1 2 1T T   и ( , ) .D G A





F F  Полученное противо-

речие окончательно доказывает теорему.  
В случае, если формация F  совпадает с 

формацией нильпотентных групп, то из теоремы 
2.1 можно получить следующее 

Следствие 2.1.1. Пусть у группы G имеет-
ся группа операторов A, такая, что 
(| |,| |) 1,G A   подгрупповой функтор   являет-

ся абнормально полным и в группе G существует 
ненильпотентная максимальная A-допустимая 
 -подгруппа, индекс которой в G есть  -число. 

Если ( , )D G A


 –  -разрешимая подгруппа, то-

гда в группе G существует нормальная  -под-

группа T, такая, что ( , ) / .D G A T





N  

 Следствие 2.1.2. Пусть F  – локальная  

nS -замкнутая формация, содержащая все нильпо-

тентные группы, подгрупповой функтор   явля-

ется абнормально полным, ( )D G G





F  и ( )D G

F  – 

 -разрешимая подгруппа. Тогда в ( )D G

F  най-

дется  -подгруппа T, нормальная в G, такая, 

что ( ) / .D G T





F F  

Следствие 2.1.3. Пусть   является абнор-
мально полным подгрупповым функтором и в 
групппе G найдётся ненильпотентная A-допус-
тимая максимальная  -подгруппа, индекс кото-

рой в G есть  -число. Если ( )D G


 –  -разре-

шимая подгруппа, то в группе G существует 
нормальная  -подгруппа T, такая, что 

( ) / .D G T





N  

Теорема 2.2. Пусть   является абнормаль-
но полным подгрупповым функтором, а группа 
операторов A группы G такая, что (| |,| |) 1,G A   

F  – nS -замкнутая локальная формация, такая, 

что .F N  Если L – нормальная  -подгруппа 

группы G и ( , ),L D G A





F  то либо ,LF  либо 

.G LF   
Доказательство. Предположим, что группа 

G имеет наименьший порядок, теорема для кото-
рой не выполняется. 

Если подгруппа 1,L   то .LF  Следова-
тельно, можно допустить, что в L существует 
минимальная нормальная в группе G не единич-
ная подгруппа K. Так как 

/ ( , ) / ( / , ),L K D G A K D G K A  F F  
то для группы /G K  теорема будет выполнятся. 

Значит, в группе /G K  или / / ,G K K L KF  или 

/ .L K F  Если выполняется / / ,G K K L KF  то 

,G LF  что противоречит предположению тео-

ремы. Остаётся заключить, что / .L K F  

Допустим, что ( , ).K G A   Тогда из ра-

боты [4] подгруппа .LF  Следовательно, K не 

будет содержаться в ( , ).G A  

Если допустить, что каждая максимальная 
A-допустимая функторная подгруппа группы G, 
не содержащая подгруппу K, содержит ,GF  то из 
работы [4] получим, что .LF  Опять получено 
противоречие. Значит, в G будет существовать 
такая максимальная A-допустимая функторная 
подгруппа H, не содержащая ,GF  что .G HK  
Если H принадлежит формации ,F  то 

.G K L F  Получили противоречие. Значит, H 
не принадлежит замкнутой относительно нор-
мальных подгрупп формации .F  

Так как подгруппа K является  -под-
группой, то H может только быть максимальной 
A-допустимой функторной подгруппой группы 
G, не принадлежащей формации F  и не содер-
жащей F -корадикал, с индексом в G, являющим-

ся  -числом, но в связи с условием ( , ).L D G A F  

Откуда будет следовать, что .G H  Полученное 
в заключении противоречие доказывает теорему.  

В случае, когда группа A тривиальна, то в 
качестве следствия теоремы 3.2 получаются ре-
зультаты В.А. Ведерникова и Е.Т. Огаркова [7], 
Л.И. Шидова [6], В.В. Шлыка [5], М.В. Селькина [3]. 

Теорема 2.3. Пусть   является абнормаль-
но полным подгрупповым функтором, а группа 
операторов A группы G такая, что (| |,| |) 1,G A   

F  – nS -замкнутая локальная формация. Если L 

является нормальной A-допустимой  -подгруп-

пой группы G и / ( , ) ,L L D G A


 


F F  тогда 

1 2 ,L L L   где множители удовлетворяют ус-

ловиям: 
1) 1 ;L F  

2) 2( ) ( ) ;L   F  

3) 2 ( , ).L G A  } 

Доказательство. Предположим, что группа 
G имеет наименьший порядок, теорема для кото-
рой не выполняется. 

Если ( , ) 1,L D G A


 


F  то теорема выпол-

няется. Допустим K является не единичной 



Р.В. Бородич 
 

            Проблемы физики, математики и техники, № 4 (49), 2021 68 

минимальной нормальной в G подгруппой, кото-
рая будет содержаться в ( , ).L D G A






F  Так как  

/ / / ( / , )

/ / / ( , ) /

/ / ( , )/ / ( , ) ,

L K L K D G K A

L K L K D G A K

L K L D G A L L D G A





 





 

 

  

    





 

F

F

F F F

 

то для группы /G K  теорема выполняется, значит, 
/ .L K F  Если предположить, что ( , ),K G A   

то на основании результатов из [4] подгруппа 
,LF  а это не согласуется с предположением. 

Следовательно, подгруппа K не может содер-
жаться в ( , ).G A  

Если допустить, что любая максимальная 
A-допустимая функторная подгруппа группы G, 
не содержащая подгруппу K, содержит ,GF  то, 
используя работу [4], получим, что .LF  Снова 
столкнулись с противоречием. Значит, в группе 
G существует такая максимальная A-допустимая 
функторная подгруппа H, не содержащая ,GF  
что .G HK  Если предположить, что ,H F  то 

,G K L F  а это снова будет противоречить 
предположению. Из этого следует, что подгруп-
па H  не принадлежит нормально наследствен-
ной формации .F  

Так как K –  -подгруппа группы G, то H 
является максимальной A-допустимой функтор-
ной подгруппой группы G, не принадлежащей 
формации F  и не содержащей ,GF  с индексом в 
G, который является  -числом. Из последнего 
будет следовать, что .K L  Последнее проти-
воречие окончательно доказывает теорему.         

Следствие 2.3.1. Пусть   является абнор-
мально полным подгрупповым функтором, а 
группа операторов A группы G такая, что 
(| |,| |) 1,G A   F  – nS -замкнутая локальная фор-

мация, такая, что .F N  Если L является нор-
мальной  -подгруппой группы G и 

/ ( , ) ,L L D G A


 


F F  то .LF  

 В случае, когда 1,A   то из теоремы 2.3 
будут следовать результаты работ [3], [5], [8]. 
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