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Исследованы перемещения в круглой физически нелинейной трехслойной пластине при осесимметричном термосило-
вом нагружении в своей плоскости. Для тонких несущих слоев используются соотношения теории малых упругопла-
стических деформаций. Относительно толстый заполнитель является физически нелинейно упругим. Распределенная 
нагрузка зависит от радиальной координаты и приложена в срединной плоскости заполнителя. Приведены системы 
дифференциальных уравнений равновесия в усилиях и в перемещениях. Для решения краевой задачи предложен метод 
итераций, основанный на методе упругих решений Ильюшина. Проведена численная апробация полученного решения. 
 
Ключевые слова: круглая трехслойная пластина, перемещения, осесимметричное растяжение-сжатие, пластич-
ность. 
 
The displacements in a circular physically nonlinear three-layer plate under axisymmetric thermal force loading in its plane are 
investigated. For thin bearing layers, the relations of the theory of small elastic-plastic deformations are used. A relatively thick 
filler is physically non-linearly elastic. The distributed load depends on the radial coordinate and is applied in the median plane 
of the filler. Systems of differential equations of equilibrium in forces and in displacements are given. To solve the boundary 
value problem, an iteration method based on the Ilyushin elastic solution method is proposed. The numerical approbation of the 
obtained solution is carried out. 
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Введение 
В настоящее время широко применяются 

композиционные элементы конструкций, в том 
числе трехслойные. К материалам их состав-
ляющих предъявляются требования по эконо-
мии, уменьшении веса элементов с сохранением 
требований по прочности и жесткости.  

Деформированию трехслойных элементов 
конструкций посвящен ряд публикаций. В моно-
графиях [1]–[3] приведены постановки краевых и 
начально-краевых задач и методы их решения. 
Колебания трехслойных пластин и оболочек рас-
смотрены в статьях [4]–[7]. Для вязкоупругопла-
стических цилиндрических оболочек использо-
ваны наследственные соотношения теории ма-
лых упругопластических деформаций. Резонанс-
ные колебания трехслойных круговых пластин 
рассмотрены с учетом воздействия упругого ос-
нования [8], [9].  

В работах [10]–[13] приводится деформиро-
вание трехслойных круговых и прямоугольных 
пластин со сжимаемым заполнителем. Опреде-
ление несущей способности волокнистой трех-
слойной композитной кольцевой пластинки и 
неосесимметричная потеря устойчивости при 
осесимметричном нагреве круглой пластины 
рассматривается  в статьях [14], [15].  В публи-
кациях [16]–[19] приводятся исследования 

напряженно-деформированного состояния трех-
слойных цилиндрических оболочек и слоистых 
пластин при изотермических и термосиловых 
квазистатических нагружениях.  

Аналитические и численные результаты по 
осесимметричному деформированию трехслой-
ных пластин, связанных с упругим двухпарамет-
рическим основанием Пастернака приводятся в 
статьях [20]–[22]. Постановка и вывод уравнений 
равновесия круглых трехслойных пластин при 
осесимметричном и неосесимметричном линей-
ном деформировании в своей плоскости опубли-
кованы в статьях [23]–[29]. 

В предлагаемой работе приведена поста-
новка и решение краевой задачи об осесиммет-
ричном термосиловом нагружении круглой фи-
зически нелинейной трехслойной пластины. По-
лучены аналитические и численные результаты.  

 
1 Постановка краевой задачи 
Рассматривается симметричная по толщине 

круговая физически нелинейная трехслойная 
пластина радиусом r, состоящая из двух тонких 
несущих слоев толщиной h1 = h2 и толстого не-
сжимаемого заполнителя h3 = 2c. Постановка 
задачи приводится в полярной системе коорди-
нат (r, φ), которая связывается со срединной 
плоскостью заполнителя (рисунок 1.1). 
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Рисунок 1.1 – Расчетная схема 

 
К срединной плоскости приложена внешняя 

распределенная нагрузка, проекции которой на 
оси координат: pr(r), pφ(r). Искомые радиальные 
и тангенциальные перемещения обозначаются 
через ur(r), uφ(r). Принимается, что материалы 
несущих слоев могут проявлять упругопластиче-
ские свойства, заполнитель – нелинейно упругий. 
Учтено воздействие однородного стационарного 
температурного поля T. 

Связь напряжений и деформаций в слоях 
описывается соотношениями теории малых уп-
ругопластических деформаций [1]:  
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пряжений и деформаций; ( ) ,k  ( )k  – шаровые 
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ций; ( ), ( )k kG T K T  – модули сдвига и объемной 
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го начального значения 0 ;T  ( )
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С помощью компонентов тензора напряже-
ний (1.1) вводятся обобщенные внутренние силы 
в пластине [23]:  

3 3 3
( ) ( ) ( )
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,
k

k k k
k

k k kh

T T dz h   
  

           (1.2) 

(,  = r, φ), 
где ( )k

  – компоненты тензора напряжений в 

k-ом слое.  
Система дифференциальных уравнений 

равновесия в обобщенных внутренних усилиях 
для упругой круглой трехслойной пластины сле-
дует из принципа Лагранжа [23]: 
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где ( )kT  – внутренние силовые факторы (1.2); 

запятая в нижнем индексе означает операцию 
дифференцирования по следующей за ней коор-
динате. 

Выделим линейную (индекс «е»), нелиней-
ную (индекс «ω») и температурную (индекс «t») 
составляющие в компонентах тензора напряжений: 
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где слагаемые напряжений выражаются через 
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Внутренние усилия в пластине (1.2) также 
представляются в виде суммы линейной, нели-
нейной и температурной частей: 

3 3 3
( ) ( )

1 1 1

k k
e t

k k k

T T T T   
  

        



А.В. Нестерович 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (48), 2021 26 

e tT T T        
3 3

( ) ( )

1 1

3
( )
0

1

3 ( ) .

k k

k

k k
e

k kh h

k
k

k h

dz dz

K T T dz

 
 




    

   

  

 
          (1.4) 

где   – символы Кронекера. 

Подставив усилия (1.4) в уравнения (1.3), 
получим систему дифференциальных уравнений 
равновесия в усилиях для круговой физически 
нелинейной трехслойной пластины при осесим-
метричном деформировании:  
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       (1.5) 

В левой части уравнений (1.5), которая со-
держит линейные составляющие обобщенных 
внутренних усилий, нижний индекс «e» в даль-
нейшем опустим для удобства. Переходя к без-
размерной радиальной координате 0x r r  сис-

тему (1.5) перепишем в виде 
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      (1.6) 

Нелинейные добавки (индекс «») здесь 
вынесены вправо: 
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              (1.7) 

Температурные составляющие в системе 
(1.6) отсутствуют, т. к. температура постоянна и 
производные от нее равны нулю, а в первом 
уравнении они взаимно сокращаются.  

На контуре пластины x = 1 должны выпол-
няться силовые условия: 

0 ,rr rr rrT T T    0 ,r r rT T T            (1.8) 

где 0 ,rrT  0
rT   – заданные внешние контурные 

усилия. 
Подставив во внутренние усилия в (1.6) на-

пряжения (1.1) и выразив в них деформации че-
рез перемещения ur(r), uφ(r) после некоторых 
преобразований, получим систему из двух нели-
нейных дифференциальных уравнений.  
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             (1.9) 

где ia  – коэффициенты, определяющиеся через 

геометрические и упругие характеристики мате-
риалов слоев 
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Заметим, температура здесь учитывается 
влиянием на величину модулей упругости мате-
риалов слоев. 

Краевая задача для круговой физически не-
линейной трехслойной пластины при осесиммет-
ричном нагружении замыкается добавлением к 
уравнениям (1.9) силовых (1.8) или кинематиче-
ских граничных условий на контуре (x = 1).  
 

2 Решение краевой задачи при осесим-
метричной нагрузке 

Система дифференциальных уравнений 
(1.9), описывающая деформирование круговой 
физически нелинейной трехслойной пластины 
при осесимметричном нагружении, является не-
линейной. Получить ее аналитическое решение в 
конечном виде не представляется возможным. 
Поэтому для решения необходимо применять 
приближенные или численные методы. В даль-
нейшем используем метод последовательных 
приближений, базирующийся на методе упругих 
решений Ильюшина. Это позволяет на каждом 
шаге итерации решение задачи для физически 
нелинейной пластины сводить к решению крае-
вой задачи для соответствующей упругой трех-
слойной пластины.  

Уравнения (1.9) согласно методу упругих 
решений переписываем в итерационном виде: 
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         (2.1) 

где n – номер приближения. 
Дополнительные «внешние» нагрузки на 

первом шаге итерации принимаются равными 
нулю, а в дальнейшем вычисляются по результа-
там предыдущего приближения с помощью фор-
мул типа (1.7): 
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Таким образом, на каждом шаге приближе-
ния имеем линейную задачу теории упругости с 

известными дополнительными  1 ,n
rp 


 1np 
  

«внешними» нагрузками (2.2), вычисляемыми по 
результатам предыдущего приближения.  

Решение системы (2.1) получено методом 
прямого интегрирования  
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Принимаем граничные условия закрепления 
контура пластины – жесткая заделка или шар-
нирное опирание. Тогда на контуре (x = 1) долж-
ны выполняться условия 

 1 0,ru    1 0.u                    (2.4) 

После подстановки решения (2.3) в условия 
(2.4) получим константы интегрирования  
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3 Численные результаты  
Численная апробация решения (2.3) прове-

дена для круглой трехслойной пластины единич-
ного радиуса r = 1 м при осесимметричном на-
гружении в срединной плоскости заполнителя 
нагрузкой постоянной интенсивности pr0 = 
= 1000 МПа, pφ0 = 0 МПа, достаточной для про-
явления нелинейных свойств материалов слоев в 
полной мере. Температурное поле однородное 
T = const. Толщины слоев 1 2 0,02h h   м, 

3 0, 4h   м. Внешние несущие слои выполнены 

из дюралюминия Д16-Т, срединный слой – фто-
ропласт-4. Упругие и физически нелинейные ха-
рактеристики материалов заимствованы из [30].  

На рисунке 3.1 проиллюстрирована практи-
ческая сходимость предложенного итерационно-
го метода. Номер кривой соответствует номеру 
итерации. Здесь второе приближение радиально-
го перемещения ur(x) отличается от первого при-
мерно на 10%. За искомое решение принято 5-е, 
которое отличается от предыдущего на 0,14%. 
Учет физически нелинейных свойств материалов 
слоев приводит к увеличению расчетного проги-
ба на 14,7% по сравнению с упругой пластиной 

(кривая 1). Тангенциальные перемещения в рас-
сматриваемом случае отсутствуют.  
 

 
1, 2, 3, 4, 5 – номер итерации 

 

Рисунок 3.1 – Сходимость итерационного метода 
(T = 293 К) (заделка контура) 

 
На рисунке 3.2 показаны радиальные пере-

мещения ur(x) при различных температурах: 1 – 
упругая пластина (T = 293 К); 2, 3, 4 – упруго-
пластическая пластина при T = 293 К, 373 К, 
473 К соответственно. Перемещения достигают 
максимума в сечении x = 0,5. Расчетные переме-
щения увеличиваются за счет физической нели-
нейности материалов слоев на 14,7%. При нагре-
вании пластины расчетные максимальные упру-
гопластические перемещения еще увеличивают-
ся на 14,9% (T = 373 К) и 27,7% (T = 473 К).  
 

 
 

Рисунок 3.2 – Радиальные перемещения 
при различных температурах 

 
На рисунке 3.3 приведены графики измене-

ния вдоль радиуса пластины интенсивности де-
формаций u  при росте температуры: 1 – упру-

гая пластина (T = 293 К); 2, 3, 4 – упругопласти-
ческая пластина при T = 293 К, 373 К, 473 К со-
ответственно. Учет физической нелинейности 
материалов слоев приводит к увеличению рас-
четной интенсивности деформаций на 25,3%. С 
ростом температуры величина u  в упругопла-

стической пластине возрастает еще на 13,2% 
(T = 373 К) и на 24,3% (T = 473 К). Горизонтальная 
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линия соответствует интенсивности деформаций 
равной пределу физической нелинейности для 
фторопласта-4 εu = εs = 3,3%. 
 

 
 

Рисунок 3.3 – Интенсивность деформаций u  
при различных температурах 

 
Заключение 
Следовательно, учет физической нелиней-

ности материалов слоев приводит к существен-
ному уточнению напряженно-деформированного 
состояния круговой трехслойной пластины при 
осесимметричном деформировании в своей плос-
кости. Приведенные результаты о деформирова-
нии сэндвич-пластин могут быть использованы 
при расчетах строительных конструкций, дефор-
мируемых в своей плоскости. 
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