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Аналитическое решение краевой задачи об осесимметричном изгибе круговой трехслойной пластины в условиях пол-
зучести получено с помощью экспериментально-теоретического метода Ильюшина. Использованы физические урав-
нения состояния наследственной теории линейной вязкоупругости. Предполагалось подобие ядер ползучести материа-
лов слоев. Для описания кинематики несимметричного по толщине пакета пластины принята гипотеза ломаной линии. 
В несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа. В относительно толстом заполнителе принята гипотеза Тимошенко. 
В качестве исходного взято известное решение аналогичной задачи теории упругости для подобной трехслойной пла-
стины. Проведена численная апробация полученного решения. 
 
Ключевые слова: трехслойная пластина, изгиб, подобие ядер ползучести, экспериментально-теоретический метод. 
 
The analytical solution of the boundary value problem of axisymmetric bending of a circular three-layer plate under creep con-
ditions is obtained using the experimental-theoretical Ilyushin method. The physical equations of state of the hereditary theory 
of linear viscoelasticity are used. The similarity of the creep cores of the layer materials was assumed. The polyline hypothesis 
is used to describe the kinematics of a plate package that is not symmetric in thickness. In the bearing layers, the Kirchhoff hy-
potheses are valid. In a relatively thick placeholder, the Timoshenko hypothesis is accepted. The well-known solution of a simi-
lar problem in the theory of elasticity for such a three-layer plate is taken as the initial one. Numerical approbation of the ob-
tained solution is carried out. 
 
Keywords: three-layer plate, bending, similarity of creep nuclei, experimental-theoretical method. 

 
 

Введение 
В процессе развития техники и строитель-

ства все большее распространение получили 
слоистые конструкции, одним из элементов ко-
торых являются трехслойные пластины. При ус-
ловии обеспечения минимальных весовых пока-
зателей и удовлетворения ограничений на проч-
ность и жесткость они являются оптимальными 
несущими конструкциями.  

Квазистатическому и динамическому де-
формированию слоистых элементов конструкций 
посвящен ряд публикаций. Постановки и методы 
решения соответствующих краевых и начально-
краевых задач рассмотрены в монографиях [1]–
[5]. Динамике оболочек под действием различ-
ных нагрузок посвящены статьи [6]–[8]. В пуб-
ликациях [9]–[12] рассмотрены колебания трех-
слойных пластин под действием локальных, ре-
зонансных и мгновенных нагрузок. Решения вы-
писаны в виде разложения в ряд по собственным 
функциям. 

Изучение изгиба трехслойных и многослой-
ных балок проведено в работах [13], [14]. Резуль-
таты исследования изотермического деформиро-
вания трехслойных круговых и прямоугольных 

пластин, в том числе со сжимаемым заполните-
лем и связанных с упругим основанием Винкле-
ра и Пастернака, содержатся в статьях [15]–[23]. 
Для прямоугольных пластин решения получены 
конечно-элементным методом Галеркина. Для 
круговых – решения выписаны в конечном виде 
с использованием функций Бесселя.   

Влияние температуры на напряженно-де-
формированное состояние трехслойных цилинд-
рических оболочек рассматривалось в статьях 
[24], [25]. Деформирование трехслойных пластин 
в температурном поле исследовано в работах 
[26]–[28]. Постановка краевой задачи о дефор-
мировании круговой трехслойной пластины в 
своей плоскости и ее общее решение опублико-
ваны в [29]–[31]. Исследование влияния развития 
трещин на прочность упругопластических пла-
стин проведено в [32]–[34].  

В данной работе с помощью метода аппрок-
симаций построено аналитическое решение 
краевой задачи об изгибе линейной вязкоупругой 
несимметричной по толщине круговой трех-
слойной пластины осесимметричной нагрузкой.  
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1 Изгиб упругой пластины 
Кинематика деформирования пластины со-

ответствует гипотезе ломаной линии. Для тонких 
внешних несущих слоев толщиной h1  h2 при-
нимаются гипотезы Кирхгофа о прямолинейно-
сти, несжимаемости и перпендикулярности нор-
мали к деформированной срединной поверхно-
сти. Относительно толстый жесткий заполнитель 
(h3 = 2 c), воспринимает нагрузку в тангенциаль-
ном направлении, для него справедлива гипотеза 
о прямолинейности и несжимаемости деформи-
рованной нормали, которая после приложения 
нагрузки поворачивается на некоторый дополни-
тельный угол ψ. Постановка задачи и ее решение 
приводится в цилиндрической системе коорди-
нат r, φ, z. За координатную принимается сре-
динная плоскость заполнителя (рисунок 1.1). 
Внешняя нагрузка q(r) параллельна оси z. Отно-
сительному сдвигу слоев на контуре пластины 
препятствует жесткая диафрагма, устраняющая 
относительный сдвиг в заполнителе (ψ = 0 при 
r = r0). 
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Рисунок 1.1 – Расчетная схема пластины 
 

В соответствии с осесимметричностью 
внешней нагрузки окружные перемещения в сло-
ях отсутствуют uφ

(k) = 0 (k = 1, 2, 3 – номер слоя). 
При этом искомые величины – прогиб пластины 
w, относительный сдвиг в заполнителе ψ и ради-
альное перемещение координатной плоскости u 
зависят только от радиальной координаты r и не 
зависят от окружной координаты φ. В дальней-
шем перемещения и линейные размеры пласти-
ны отнесены к ее радиусу r0, hk – относительная 
толщина k-го слоя.  

Решение краевой задачи об изгибе упругой 
круговой трехслойной пластины, с защемленным 
контуром, получено в [1]: 
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где I0(βr), I1(βr) – модифицированные функции 
Бесселя; коэффициенты 
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,k kK G  – модули объемной и сдвиговой дефор-

маций материала k-го слоя.  
 

 2 Методика решения задачи линейной 
вязкоупругости  

Физические уравнения состояния для ли-
нейно вязкоупругой среды записываются в сле-
дующей девиаторно-шаровой форме:  

0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

ij ij ijGэ t s t t s d        

( ) ( ),K t t                           (2.1) 

где sij, эij  – девиаторы тензоров напряжений и 
деформаций; θ = εkk – объемная относительная 
деформация; σ = σkk / 3 – шаровая часть тензора 
напряжений; G, K – модули сдвига и объемной 
деформации в момент приложения нагрузки, (t) – 
ядро ползучести материала.  

Следовательно, согласно уравнениям (2.1) 
деформации эij в данный момент времени t опре-
деляются не только действующим мгновенным 
значением девиатора напряжений sij, но и всей 
предшествующей историей их изменения. Для 
описания этого используется некоторая наслед-
ственная функция (t), называемая ядром ползу-
чести, которая является положительной моно-
тонно убывающей функцией и определяется экс-
периментально. Она имеет своим аргументом 
разность (t – τ), показывая инвариантность урав-
нений (2.1) относительно начала отсчета времени. 
Объемное деформирование θ считается упругим.  
 Если из уравнений (2.1) выразить напряже-
ния через деформации, то получим  
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где R(t) – ядро релаксации материала.  
 Уравнения (2.2) можно переписать в опера-
торном виде: 

*2 ,ij ijs G э  ,K                    (2.3) 

где операторы  
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 А.А. Ильюшин сформулировал теорему о 
том, что решение задачи теории упругости мо-
жет быть представлено в следующей символиче-
ской форме [35]:  
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где f, φ, ξ, χk – известные функции координат, 
внешних нагрузок, заданных перемещений на 
границе, температуры; параметр ω = 2G / 3K; βk – 
постоянные коэффициенты; по повторяющемуся 
индексу k проводится суммирование.  
 Если решение задачи теории упругости в 
подобном виде представимо, то решение соот-
ветствующей задачи линейной вязкоупругости в 
операторном виде будет следующим: 
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где ω* = 2G* / 3K. 
 Рассмотрим процедуру перехода в решении 
(2.4) от операторов к оригиналам. Для этого вве-
дем оператор Ильюшина 
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Если оператору gβk
* соответствует известная 

функция времени, то обращение решения (2.4) в 
оригиналы будет следующее: 
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 А.А. Ильюшиным разработана методика 
экспериментального определения функций gβk(t), 
поэтому в дальнейшем считаем их известными 
для применяемых материалов слоев.   

 
3 Изгиб линейно вязкоупругой трехслой-

ной пластины  
 Решение задачи линейной вязкоупругости 
для круговой трехслойной, защемленной по кон-
туру, пластины получим из решения (1.1)–(1.3), 
воспользовавшись рассмотренным методом ап-
проксимаций Ильюшина. Дополнительно огра-
ничимся классом материалов заполнителя, для 
которых выполнение условия β < 1. Это выпол-
няется, если модули упругости заполнителя G3, 

K3 гораздо меньше, чем соответствующие пара-
метры материалов несущих слоев. Это позволяет 
аппроксимировать модифицированные функции 
Бесселя при 0 < x < 1 с достаточной степенью 
точности следующей формулой [36]:  
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 В этом случае точность подобного пред-
ставления функций I0(x), I1(x) можно оценить с  
помощью остаточного члена ряда в форме Ла-
гранжа: 
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Производные бесселевых функций будут  
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 Функции I0(x), I1(x) монотонно возрастают, 
поэтому для них справедливы следующие оценки: 
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С помощью таблиц функций Бесселя [36] полу-
чим следующую численную оценку:  

R0(x) = 0,0240x4,  R1(x) = 0,00432x5. 
 Решения задачи об изгибе круговой трех-
слойной линейно вязкоупругой пластины прове-
дем с использованием дополнительной гипотезы 
о подобии ядер релаксации:  
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т. е., ядра релаксации материалов несущих слоев 
пластины и заполнителя отличаются на постоян-
ный множитель ck.  
 Проведем в коэффициентах ai решения 
(1.1)–(1.3) замену модуля сдвига Gk на соответ-
ствующий оператор вязкоупругости Gk
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 В соответствии с гипотезой подобия ядер 
релаксации (3.1) получим формулы, связываю-
щие операторы вязкоупругости материалов не-
сущих слоев и заполнителя:   
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Остальные операторы выражаются через ai
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 Теперь решение задачи линейной вязкоуп-
ругости в операторах следует формально из 
(1.1)–(1.3) при добавлении звездочки вверху ис-
комых функций и коэффициентов, содержащих 
величины *:  
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 Выразим входящие в решение (3.3) величи-
ны со звездочками через операторы * ,kg  *:  
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 Воспользовавшись приведенной выше ап-
проксимацией функций Бесселя, получим для 
других операторов, входящих в выражение для 
относительного сдвига со звездочкой: 
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 Оператор в выражении (3.3) для прогиба *w  
принимает вид  

* **2 *2 2
0 02 2

*2 * * * * * *2
3 3 1 3 3

( ) ( ) 4 ( 1)
.

( ) (8 )

I r Ib b r

b G I b G

   


  
 

Отсюда 
*2
2

*2 * *2
3 3 (8 )

b

b G



 

8
*2 *2 *

17 18 3 19 4 17 β*
3

1
.n n

n

g g g  


      
   

Коэффициенты αm (m = 1, 2, …, 41) и βk (k = 1, 2, 
…, 8) из-за их громоздкости здесь не приводятся.  
 Операторы, входящие в выражение (3.3) 
для радиального перемещения *u  будут сле-
дующими: 

*
3

* * *2
1 6 3

a

a a a



* *

26 1 27 2 ,g g     

* * * * *
3 5 2 6 2
* * *2 * *
1 6 3 3 3

a a a a b

a a a b G





 

* * * *
28 1 29 2 30 3 31 4 32 *

1
,g g g g        


 

* * * * * *
3 5 2 6 2 1
* * *2 * * *
1 6 3 3 3 1

( )

( )

a a a a b I r

a a a b G I

 


 
 

* * * * * 2
23 5 2 6 2

* * *2 * * *2
1 6 3 3 3

8(1 )
,

8

a a a a b r
r r

a a a b G

  
    

 

* * * * *
3 5 2 6 2
* * *2 * * *2
1 6 3 3 3 (8 )

a a a a b

a a a b G




 

8
*

33 33 β*
1

1
.n n

n

g


  
   

 Используя полученные разложения опера-
торов, решение (3.3) можно переписать в изо-
бражениях следующим образом: 
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     (3.4) 

 Изображению 1 / ω* отвечает ядро ползуче-
сти Γ(t), изображениям операторов gβn

* (3.2) со-
ответствуют оригиналы gβn(t), определяемые 
экспериментально.  
 Решение задачи об изгибе трехслойной кру-
говой линейно вязкоупругой пластины следует 
из операторного решения (3.4) после расшиф-
ровки входящих туда операторов с помощью 
представления (2.5): 
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                (3.5) 

 Аналитическое решение (3.5) справедливо 
для трехслойной круговой пластины с защем-
ленным контуром, материалы слоев которой об-
ладают вязкоупругими свойствами и для ядер 
релаксации которых выполняется условие подо-
бия (3.1). При свободном опирании контура ко-
личество экспериментальных функций gβn(t) не 
увеличивается.  

 
 4 Численные результаты 
 Численная апробация решения (3.5) прове-
дена для круговой трехслойной пластины, слои 
которой составлены из материалов Д16-Т–
фторопласт-4–Д16-Т. Ядро релаксации принима-

лось в виде, предложенном А.Р. Ржаницыным. 
Относительные толщины слоев сэндвич пласти-
ны h1 = h2 = 0,04, h3 = 0,2. Величина интенсивности 
поперечной распределенной нагрузки q = 3 МПа. 
Все необходимые механические и прочностные 
параметры этих материалов заимствованы из 
монографии [1].  
 На рисунке 4.1 показано изменение прогиба 
и относительного сдвига в заполнителе вдоль 
радиуса для упругой и вязкоупругой пластин. 
Учет ползучести материалов добавляет к макси-
мальному расчетному прогибу упругой пластины 

10,3%. 
 

      
 

   
 

Рисунок 4.1 – Изменение прогиба (а)  
и относительного сдвига (б) вдоль радиуса:  

1 – упругая пластина, 2 – вязкоупругая 
 

 Заключение  
 Следовательно, аналитическое решение за-
дачи об изгибе круговой трехслойной вязкоупру-
гой пластины включает ядро ползучести и во-
семь экспериментальных функций gβn(t). Экспе-
риментальное нахождение этих функций связано 
с определенными трудностями, поэтому часто 
удобно использовать численные методы решения 
подобных задач. Предложенное общее аналити-
ческое решение линейной задачи вязкоупругости 
для трехслойной круговой пластины и числен-
ные результаты могут быть применены в инже-
нерной практике.  
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