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На протяжении всей статьи все группы конечны и G всегда обозначает конечную группу. Более того,   является неко-

торым разбиением множества всех простых чисел ,  т. е.  { },i i I   ∣  где i
i I

   и i j    для всех .i j  

Множество подгрупп   группы G называется полным холловым  -множеством G, если каждый член 1  множест-

ва   является холловой i -подгруппой группы G для некоторого i и   содержит ровно одну холлову i -подгруппу 

группы G для каждого i. Подгруппа A группы G называется:  -перестановочной в G, если G обладает полным холло-

вым  -множеством   таким, что x xAH H A  для всех H   и всех ;x G   -субнормальной в G, если в G имеет-

ся цепь подгрупп 0 1 tA A A A G      такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A  является  -примарной группой 

для всех 1, , .i t   Подгруппа A группы G является слабо  -перестновочной в G, если в G имеются  -пе-

рестановочная подгруппа S и  -субнормальная подгруппа T такие, что G AT  и .A T S A    В данной работе до-

казывается, что если в каждой максимальной цепи 3 2 1 0M M M M G     группы G длины 3 хотя бы одна из под-

групп 3,M  2 ,M  или 1M  является либо субмодулярной, либо слабо  -перестановочной в G, то G  -разрешима. 

 
Ключевые слова: конечная группа,  -разрешимая группа,  -субнормальная подгруппа,  -перестановочная подгруп-
па, слабо  -перестановочная подгруппа, модулярная подгруппа. 
 
Throughout this paper, all groups are finite and G always denotes a finite group. Moreover,   is some partition of the set of all 

primes ,  that is, { },i i I   ∣  where i
i I

   and i j    for all .i j  A set   of subgroups of G is a complete 

Hall  -set of G if every member 1  of   is a Hall i -subgroup of G for some i   and   contains exactly one Hall 

i -subgroup of G for every ( ).i G   A subgroup A of G is said to be:  -permutable in G if G possesses a complete Hall 

 -set   such that x xAH H A  for all H   and all ;x G   -subnormal in G if there is a subgroup chain 

0 1 nA A A A G      such that either 1i iA A   or 1/ ( )
ii i AA A  is  -primary for all 1, , .i n   A subgroup A of G is said 

to be weakly  -permutable in G if there is a  -permutable subgroup S and a  -subnormal subgroup T of G such that 

G AT  and .A T S A    In this paper it is proved that if in every maximal chain 3 2 1 0M M M M G     of G of length 

3 at least one of the subgroups 3,M 2 ,M  or 1M  is either submodular or weakly  -permutable in G, then G is  -soluble. 

 
Keywords: finite group,  -soluble group,  -subnormal subgroup,  -permutable subgroup, weakly  -permutable subgroup, 
modular subgroup. 

 
 

Введение 
В этой статье все группы конечны и G все-

гда означает конечную группу. Кроме того,   – 
это множество всех простых чисел,     и 

\ .    Если n – целое число, символ ( )n  

обозначает множество всех простых чисел, де-
лящих n, ( ) (| |)G G    – множество всех про-

стых чисел, делящих порядок G. 
Подгруппа M группы G называется моду-

лярной в G [1], если M – модулярный элемент 
(в смысле Куроша [1, C. 43]) решетки всех под-
групп ( )G  группы G, т. е.  

(i) , ,X M Z X M Z       для всех ,X G  
Z G  таких, что X Z  и  

(ii) , ,M Y Z M Y Z        для всех ,Y G  
Z G  таких, что .M Z  

Подгруппа A группы G называется суб-
модулярной в G, если в G имеется цепь подгрупп 

0 1 tA A A A G      
такая, что 1iA   является модулярной группой в 

iA  для всех 1, , .i t   

Напомним теперь некоторые понятия тео-
рии  -свойств групп [2]–[8]. 

Мы используем символ   для обозначения 
некоторого разбиения множества .  Таким об-

разом, { },i i I   ∣  где i
i I

   и i j     

для всех .i j   
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Группа G называется:  -примарной, если G 
является i -группой для некоторого ;i I  
 -нильпотентной, если 1 2 nG G G G    для 

некоторых  -примарных групп 1 2, , , ,nG G G  

 -разрешимой, если каждый главный фактор 
группы G является  -примарным. 

Множество подгрупп   группы G называ-
ется полным холловым  -множеством G, если 
каждый член 1  множества   является холло-
вой i -подгруппой группы G для некоторого i и 

  содержит ровно одну холлову i -подгруппу 

группы G для каждого i. 
Подгруппа A группы G называется:  -пе-

рестановочной в G, если G обладает полным 
холловым  -множеством   таким, что 

x xAH H A  
для всех H   и всех ;x G   -субнормальной 
в G, если в G имеется цепь подгрупп 

0 1 tA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   либо 1/ ( )
ii i AA A   явля-

ется  -примарной группой для всех 1, , .i t   
В работе [8] введено следующее обобщение 

понятия  -перестановочности. 
Определение 0.1. Мы говорим, что под-

группа A группы G является слабо  -перестано-
вочной в G, если в G имеются  -перестановоч-
ная подгруппа S и  -субнормальная подгруппа 
T такие, что G AT  и .A T S A    

В данной работе мы доказываем следующий 
результат. 

Теорема 0.2. Если в каждой максимальной 
цепи  

3 2 1 0M M M M G     
группы G длины 3 хотя бы в одна из подгрупп 

3 ,M  2 ,M  или 1M  является либо субмодулярной, 

либо слабо  -перестановочной в G, то G  -
разрешима. 

В случае, когда {{2},{3}, ,}    из теоремы 

0.2 получаем следующие известные результаты. 
Следствие 0.3 (Цимерман [9]). Если в каж-

дой максимальной цепи  

3 2 1 0M M M M G     
группы G длины 3 хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  

2 ,M  или 1M  является субмодулярной, то G раз-

решима. 
Следствие 0.4 (Спенсер [10]). Если в каж-

дой максимальной цепи  

3 2 1 0M M M M G     
группы G длины 3 хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  

2 ,M  или 1M  является субнормальной в G, то G 

разрешима. 
Следствие 0.5 (Шмидт [11]). Если в каждой 

максимальной цепи 

3 2 1 0M M M M G     
группы G длины 3 хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  

2 ,M  или 1M  является модулярной в G, то G 

разрешима. 
Подгруппа A группы G называется c-

нормальной в G [12], если для некоторой нор-
мальной подгруппы T группы G имеет место 

AT G  и .GA T A   
Понятно, что каждая c-нормальная подгруппа 
является слабо  -пере-становочной в группе. 
Таким образом, мы получаем из теоремы 0.2 
следующий результат. 

Следствие 0.6. Если в каждой максималь-
ной цепи  

3 2 1 0M M M M G     
группы G длины 3 хотя бы одна из подгрупп 3 ,M  

2 ,M  или 1M  является c-нормальной в G, то G 

разрешима. 
 

1 Некоторые предварительные результаты 
Напомним, что символ N  обозначает класс 

всех  -нильпотентных групп; G N  –  -ниль-
потентный корадикал группы G.  

Лемма 1.1 [3, следствие 2.4, лемму 2.5].  
(1) Класс N  замкнут относительно взя-

тия произведений нормальных подгрупп, гомо-
морфных образов и подгрупп.  

(2) Если /G N  и /G R  –  -нильпотентные 
группы, то факторгруппа / ( )G N R   -ниль-

потентна.  
(3) Если E – нормальная подгруппа G и 

/ ( ( ))E E G   -нильпотентна, то E   -ниль-

потентна. 
Лемма 1.2. Пусть A, K и N – подгруппы 

группы G. Предположим, что A  -субнормальна 
в G и N нормальна в G. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения: 

(1) подгруппа A K   -субнормальна в K; 
(2) подгруппа /AN N  является  -субнор-

мальной в / ;G N   
(3) если N K  и /K N    -субнормальна в 

/ ,G N  то K   -субнормальна в G; 

(4) если A является i -группой, то 

( );
i

A O G  

(5) подгруппа A N  субнормальна в G. 
Доказательство. (1)–(4) [1, лемму 2.6]. 
(5) Предположим, что это утверждение не-

верно, и пусть G – контрпример минимального 
порядка. 

По условию, в G существует цепь подгрупп 

0 1 rA A A A G      

такая, что либо 1 ,i iA A   или 1/ ( )
ii i AA A   являет-

ся  -примарной группой для всех 1, , .i r   
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Пусть 1.rM A   Без ограничения общности 

можно считать, что .M G  
Сначала покажем, что  

.GA M N  

Это ясно, если M нормальна в G. Теперь предпо-
ложим, что / GG M  является i -группой для не-

которого i. Тогда .GG M N  

Более того, из изоморфизма 

/ / ( )AG G A A G  N NN  
и леммы 1.1 мы получаем, что  

.GA G M  N N  

Выбор G означает, что A N  субнормальна в 

,GAM  поэтому A N  субнормальна в .GM  Сле-

довательно A N  субнормальна в G.                      
Лемма 1.3 [8, лемма 2.8]. Пусть A, K и N – 

подгруппы группы G. Предположим, что A слабо 
 -перестановочна и N нормальна в G. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

(1) если либо ,N A  либо (| |,| |) 1,N A   то 

/AN N  является слабо  -перестановочной в 
/ .G N  

(2) если G является  -полной группой си-
ловского типа, N K  и /K N  слабо  -пере-
становочна в / ,G N  то K слабо  -перестано-
вочна в G. 

(3) если G является  -полной группой си-
ловского типа и ,A E G   тогда A слабо  -пе-
рестановочна в E. 

(4) если A E G   и E нормальна в G, то A 
является слабо  -перестановочной в E. 

Лемма 1.4 [9, леммы 1, 4 и 7]. Пусть A, K и 
N – подгруппы группы G. Предположим, что A 
субмодулярна и N нормальна в G. Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 

(1) подгруппа /AN N  является субмоду-
лярной в / ;G N   

(2) N K  субмодулярна в K; 
(3) если F  – формация всех абелевых групп 

с элементарными силовскими подгруппами, то 
F -корадикал AF  подгруппы A субнормален в G; 

(4) если A разрешима и N –неабелева мини-
мальная нормальная подгруппа в G, то  

( ).GA C N  

Лемма 1.5 [13, VI, теорема 26.1]. Если G – 
группа Шмидта, то ,G P Q   где P G N  яв-

ляется силовской p-подгруппой в G, а Q x    – 

циклическая силовская q-подгруппа в G для не-
которых простых чисел .p q  

 
2 Доказательство основного результата 
Доказательство теоремы 0.2. Предполо-

жим, что данная теорема не верна и пусть G – 
контрпример минимального порядка. 

(1) Если R – минимальная нормальная под-
группа в G, то /G R  –  -разрешимая группа. 
Следовательно, R – единственная минимальная 
нормальная подгруппа в G, ( )GC R R  и R не яв-

ляется  -примарной группой. 
Сначала покажем, что группа /G R   -раз-

решима для любой минимальной нормальной 
подгруппы R группы G. 

Предположим, что это неверно. Тогда /G R  
не является нильпотентной группой и поэтому 

/G R  имеет подгруппу Шмидта / .H R  Тогда 
/H R  – разрешимая группа по лемме 1.5, поэто-

му .H G  Более того, из леммы 1.5 следует, что 
для любого простого p, делящего | / |,H R  и для 

любой силовской p-подгруппы P группы /H R  
следует, что P содержится в некоторой 2-макси-
мальной подгруппе в / .G R  Следовательно, R 
содержится в некоторой 3-максимальной под-
группе группы G. 

Пусть теперь 

3 2 1 0/ / / / /M R M R M R M R G R     
– произвольная максимальная цепь длины 3 в 

/ .G R  Тогда 3 2 1 0M M M M G     является 

максимальной цепью в G длины 3 и поэтому для 
некоторого 0i   подгруппа iM  является либо 

субмодулярной, либо слабо  -перестановочной 
в G. Но тогда /iM R  – либо субмодулярная, ли-

бо слабо  -перестановочная в /G R  подгруппа 
ввиду лемм 1.2 (2) и 1.3 (1). Следовательно, ги-
потеза выполняется для / ,G R  поэтому из выбо-

ра группы G следует, что /G R   -разрешима, 
что противоречит выбору группы G. 

Если в G имеется минимальная нормальная 
подгруппа ,N R  то /G N   -разрешима и, 
следовательно, 

/1 /R R RN N   
является  -примарной, поэтому G является  
 -разрешимой группой. Следовательно R – 
единственная минимальная нормальная подгруп-
па в G и R не является  -примарной группой и, 
следовательно, абелевой группой. Таким обра-
зом, утверждение (1) является верным, поскольку 

( )GC R  является нормальной подгруппой в G. 

Пусть p – любое нечетное простое число, 
разделяющее | R | и pR  – силовская p-подгруппа 

в R. Ввиду аргумента Фраттини и утверждения 
(1) следует, что существует максимальная под-
группа M в G такая, что ( )G pN R M  и .G RM  

Ясно, что 1.GM   Более того, для некоторой 

силовской p-подгруппы pG  группы G имеем 

,p pR G R   поэтому  

( )p G pG N R M   

и, следовательно, p не делит | G : M |. 
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(2) :D M R   не является нильпотент-

ным. Следовательно, ( )D M  и D не является 

p-группой. 
Предположим, что это неверно. Тогда D – 

нильпотентная нормальная подгруппа в M и pR  

является силовской p-подгруппой в D. Более то-
го, pR  нормальна в M, поскольку D нильпотент-

на и, следовательно, подгруппа ( ( )pZ J R  нор-

мальна в M. Поскольку 1,GM   то 

( ( ( ))) .G pN Z J R M  

Тогда ( ( ( )))R pN Z J R D  – нильпотентная груп-

па. Отсюда следует, что R p-нильпотентна по 
теореме Глаубермана – Томпсона о нормальных 
p-дополнениях. Но тогда R – p-группа, противо-
речие. Следовательно, имеем (2). 

(3) 1V   для любой субнормальной подгруп-
пы из G, содержащейся в максимальной под-
группе F из G с условием 1.GF   

Предположим, что 1.V   Утверждение (1) 
влечет, что 

1 G RF F
GV V V F     

согласно [15, часть A, лемма 14.3], что противо-
речит условию. Таким образом, утверждение (1) 
является верным.  

(4) 1V  N  для любой неединичной  -суб-
нормальной подгруппы V группы G. 

Действительно, предположим, что 1.V  N  
Тогда V  -нильпотентна и поэтому для некото-
рого i имеет место  

1 ( ) ( )
i i

O V O G    
ввиду леммы 1.2 (4), что противоречит утвер-
ждению (1).  

(5) Если H является слабо  -перестановоч-
ной подгруппой G, содержащейся в максималь-
ной подгруппе K группы G с уловием 1,GK   то 

для некоторой  -субнормальной подгруппы T 
группы G имеет место G HT  и 1.H T   

Согласно определению слабо  -перестано-
вочной подгруппы, в G существуют  -переста-
новочная подгруппа S и  -субнормальная под-
группа T такие, что G HT  и  

.H T S H    
Предположим, что 1.S   Тогда 1 ,G GS K   

поэтому / /1G G G
GS S S S   является неединич-

ной  -нильпотентной подгруппой в G и поэтому 
для некоторого i имеет место 

1 ( ) ( ),
i i

GO S O G    

что противоречит утверждению (1). Значит 1S   
и поэтому 1.T H   

(6) M не является ни слабо  -перестано-
вочной, ни субмодулярной в G. Следовательно, M 
 -разрешима. 

Предположим, что M является слабо  -пе-
рестановочной в G. Тогда для некоторой  -суб-
нормальной подгруппы T группы G имеет место 
G MT  и 1M T   по утверждению (5). Более 

того, : 1W T  N  и W – субнормальная в G под-
группа согласно лемме 1.2 (5). 

Пусть теперь L – минимальная субнормаль-
ная подгруппа группы G, содержащаяся в W. То-
гда ,L R  поэтому p делит | L |, где | L | делит 
| T | = | G : M |. Но p не делит | G : M |, поскольку 

,pG M  противоречие. Следовательно, M не 

является слабо  -перестановочной в G. 
Предположим, что M субмодулярна в G. То-

гда M модулярна в G и поэтому  
/ /1GG G M G  

сверхразрешима согласно [1, лемма 5.1.2]. Это 
противоречие завершает доказательство первой 
части утверждения (6). И тогда в любой макси-
мальной цепи 3 2 1M M M M G     длины 3 

группы G одна из подгрупп 3M  или 2M  являет-

ся по условию либо слабо  -перестановочной, 
либо субмодулярной в G. В первом случае эта 
подгруппа слабо  -перестановочна в M cо-
гласно лемме 1.3 (3). Во втором случае эта под-
группа субмодулярна в M cогласно лемме 1.4 (2). 
Таким образом, гипотеза сохраняется в M и по-
этому M  -разрешима ввиду выбора группы G. 

(7) .R G  
Предположим, что R G  – простая неабе-

лева группа. И допустим, что некоторая собст-
венная неединичная подгруппа A группы G явля-
ется  -субнормальной в G. Тогда в G имеется 
цепь подгрупп 0 1 nA A A A G      такая, 

что либо 1iA   нормальна в ,iA  либо 1/ ( )
ii i AA A   

является  -примарной группой для всех 
1, .i n   Без ограничения общности можно счи-

тать, что 1 .nV A G   Тогда 1,GV   поскольку 

группа G R  является простой, поэтому 
/1G G  является  -примарной. Но тогда G 

 -нильпотентна, противоречие. Таким образом, 
каждая собственная неединичная подгруппа 
группы G не является  -субнормальной в G. 

Предположим теперь, что некоторая собст-
венная неединичная подгруппа H группы G яв-
ляется субмодулярной в G, и пусть V – макси-
мальная модулярная подгруппа группы G такая, 
что .H V  Тогда V – максимальная подгруппа в 
G такая, что / /1GG V G  сверхразрешима со-

гласно [1, 5.1.2], противоречие. Следовательно, 
каждая собственная субмодулярная подгруппа 
группы G тривиальна. 
 Пусть Q – силовская q-подгруппа в G, где 
q – наименьшее простое число, делящее | G |, и 
пусть L – максимальная подгруппа в G, содер-
жащая Q. 
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Тогда с учетом [14, IV, 2.8], | | .Q q  Пусть V – 

максимальная подгруппа в Q. Если | | ,V q  то Q 

абелева, поэтому .Q L  Следовательно, сущест-

вует 3-максимальная подгруппа W в группе G 
такая, что .V W  Но тогда некоторая собствен-
ная неединичная подгруппа группы G либо суб-
модулярна, либо  -субнормальна в G, противо-
речие. Следовательно, | | ,V q  что снова влечет, 

что некоторая собственная неединичная под-
группа группы G либо субмодулярна, либо  
 -субнормальна в G. Это противоречие показы-
вает, что утверждение (7) является верным. 

(8) Если ,pG V M   то V не является ни 

слабо  -перестановочной, ни субмодулярной в G. 
Предположим, что для некоторой  -субнор-
мальной подгруппы T в G имеет место G VT  и 

1.V T   Ясно, что 1 .T G   Тогда подгруппа 

T N  не является тривиальной согласно утвер-
ждению (4) и эта подгруппа является субнор-
мальной G по лемме 1.2 (5). Следовательно, для 
минимальной субнормальной подгруппы Z груп-

пы G, содержащейся в T N  имеет место Z T  и 
.Z R  Тогда Z является p -группой,  поскольку  

1V T   и .pG V  
С другой стороны, Z – это минимальная нор-
мальная подгруппа в R, поэтому p делит | Z |. Это 
противоречие показывает, что V не является сла-
бо  -субнормальной в G. 

Теперь предположим, что V субмодулярна в 
G. С учетом утверждения (3) и леммы 1.4 (3), V – 
собственная абелева подгруппа в M. 

Предположим, что ,V W F M    где F 
максимальна в M, а W максимальна в F. Тогда 
хотя бы одна из подгрупп W или F является абе-
левой субмодулярной подгруппой в G. Следова-
тельно, pG  субмодулярна в G. Следовательно, 

( )p GG C R  
по лемме 1.4 (3), противоречие. Следовательно, 
| |pG p  и pG V  – максимальная подгруппа в 

M, поэтому p pG R  является субмодулярной в 

R, противоречие. 
Следовательно, утверждение (8) является 

верным. 
(9) M D L   – разрешимая группа, где L – 

группа простого порядка. 
Ввиду [14, IV, 7.4] для некоторой макси-

мальной подгруппы L группы M имеем pG L  

поскольку 2p   и G неразрешима. Сначала по-

кажем, что .pG L  Действительно, предполо-

жим, что для некоторой максимальной подгруп-
пы V в L имеем .pG V  Тогда в каждой макси-

мальной цепи  

3 2 1 0V M M M M M G       

из G длины 3 все подгруппы 3 2,M M  и 1M  не 

являются ни слабо  -перестановочными, ни 
субмодулярными в G, противоречие. 

Следовательно, pG L  – максимальная 

подгруппа в M, поэтому M разрешима согласно 
[14, IV, 7.4]. Если ,pG D  то  

,D M R M    
поскольку L D  по утверждению (2), откуда 
следует, что R G  вопреки утверждению (7). 
Следовательно, ,pG D  поэтому .DL M  По-

этому в случае | |pG p  имеем 1,D L   откуда 

следует, что M D L   а значит, утверждение 
(9) верно, поскольку M разрешима. 

Наконец, предположим, что | | .pG p  Пре-

жде заметим, что L не является ни слабо 
 -перестановочной, ни субмодулярной в G по 
утверждению (8). Но с другой стороны, M также 
не является ни слабо  -перестановочной, ни 
субмодулярной в G по утверждению (6). Следо-
вательно, любая максимальная подгруппа в 

pL G  либо слабо  -перестановочна, либо суб-

модулярна в G. 
 Из pG D  следует, что для некоторой мак-

симальной подгруппы V из pG  имеем 

.p pR R G V    

Предположим, что V слабо  -перестано-
вочна в G. Тогда для  -субнормального допол-
нения T для V в G имеем 1.pT R   По лемме 

1.2 (5) и утверждению (3) для некоторой мини-
мальной субнормальной подгруппы Z группы G 

имеем .Z T T N  Следовательно, 1Z R   и 
тогда  

ZR Z R   
ввиду [15, гл. A, 14.3], вопреки утверждению (1). 

Следовательно, 1 V  субмодулярна в G. 
Тогда pR  субмодулярна в G и, значит, pR  суб-

модулярна в R по лемме 1.3 (3), противоречие. 
Значит, утверждение (9) является верным. 

Заключительное противоречие. Из утвер-
ждения (9) следует, что | D | – степень простого 
числа, что противоречит утвеждению (2).            
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