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Предложены и анализируются аналитические выражения в замкнутой форме для пространственно-временных волно-
вых пакетов Куммера – Куммера и Трикоми – Куммера с непрерывным угловым индексом m в параболических враща-
тельных координатах. Cформулированы физические ограничения на возможные значения свободных параметров таких 
мод, чтобы они переносили конечную мощность. 
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Analytical expressions in the closed form for spatiotemporal wave packets of Kummer-Kummer and Tricomi-Kummer with 
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free parameters of such modes that they transfer finite power are formulated. 
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Введение 
Поиск новых типов оптических полей ве-

дется как в направлении нахождения новых ре-
шений, так и направлении обобщения уже из-
вестных решений. В последнее время нами изу-
чаются световые поля, описываемые комплекс-
ными амплитудами с непрерывным угловым ин-
дексом m. Настоящая работа является продолже-
нием работ [1]–[2], где изучались возможные 
новые типы световых полей типа Куммера –
Куммера (К – К) и Трикоми – Куммера (Т – К). 
Амплитуды таких полей с непрерывным угло-
вым индексом m являются точными решениями 
волнового уравнения в параболических враща-
тельных координатах.  

Достаточно общее решение волнового ура-
внения для световых монохроматических волн в 
параболических вращательных безразмерных 
координатах можно записать в виде [1], [2] 
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Здесь представленные функции 

 1 ( ) ,1 ; ( ) ,mM R Q M a m m i R Q
     

 , 1; ( ) ,M M a m i R Q     

 , 1; ( ) ,U U a m i R Q     

 ( ) 1 , 1; ( )i R QU e U m a m i R Q
        

выражаются через функции Куммера M и Три-
коми U. Безразмерные координаты и переменные:  

; ; ;kx X ky Y kz Z  
;t T   

2 2 2 2 ;k k x y R X Y       
2 2 2 ;R kr X Y Q   

0 .Q Z iZ 
 

Независимыми функциями в Е можно выбрать 
по одной функции из каждой скобки, например 

1.U M   В общем случае параметры a комплекс-

ные, т. е. .a a ia    В [1], [2] исследовались 
новые виды световых полей типа К – К и Т – К. 

В данной работе этот подход распространя-
ется на более общие решения волнового уравне-
ния в параболических вращательных координа-
тах. Получены выражения, описывающие про-
странственно-временные волновые пакеты 
(ПВВП) К – К и Т – К с непрерывным угловым 
индексом m и обсуждаются физически приемле-
мые значения их свободных параметров. 
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1 ПВВП К – К в параболических враща-
тельных координатах 

Амплитуда реального пучка, чтобы послед-
ний переносил конечную мощность, должна 
удовлетворять условиям квадратичной интегри-
руемости (КИ). В работах [1], [2] нами было ус-
тановлено, что для непараксиальных пучков 
К – К и Т – К с непрерывным угловым индексом 
m путем подбора параметров можно, в лучшем 
случае, добиться, чтобы амплитуда Е убывала 
как 1E R

  при ,R    т. е. квази-КИ. По-

этому в настоящей работе будут найдены новые 
дополнительные решения волнового уравнения с 
непрерывным угловым индексом m, описываю-
щие так натываемые ПВВП К – К и Т – К в пара-
болических вращательных координатах и обла-
дающие строго КИ. 

Известно, что если ( , , , )f X Y Z T  является 

решением волнового уравнения, то, согласно 
первому преобразованию Бейтмена [3]–[5] в без-
размерном виде 

22 2 2

1( , , , ) ( , , , )

1
, , , ,

2( ) 2( )

f X Y Z T f X Y Z T

BX BY S B S B
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Z T Z T Z T Z T Z T

 

  
        

(1.1) 

где 2 2 2 ,S R T   функция 1( , , , )f X Y Z T  также 

является решением волнового уравнения. Это 
преобразование пригодно для любого решения 
волнового уравнения и дает новые решения из 
известных. Большинство авторов (Besiries [6], 
[7], Utkin [8], Borisov [9]) полагают В = 1, тем 
самым исключая случай В = 0. Однaко Hillion 
[10], [11] полагает B произвольным комплексным 
числом. Мы также считаем, что в преобразова-
нии Бейтмена (1.1) параметр В может быть лю-
бым, и, в частности, равным нулю. Компьютер-
ное моделирование в системе Maple подтвержда-
ет вывод о том, что допустим параметр В = 0.  

Чтобы избавиться от неопределенности при 
0Z T   произведем комплексификацию коор-

динаты Z в (1.1) соотношением 0.Z Q Z iZ    

Здесь 0 0,Z   а Q – безразмерный комплексный 

параметр пучка, широко применяемый в теории 
гауссовых световых пучков. 

Предварительно применим преобразование 

(1.1) к волне  ( ) ,
mi Z TE e X iY    которая об-

ладает бесконечной энергией и бесконечной пе-
реносимой мощностью. Тогда получаем 

2 2

1

( )
exp exp( ( )).

m
X iY

E
Q T Q T

i X Y
i Z T

Q T

 
    

 
     

       (1.2) 

Это выражение описывает гауссов ПВВП, дви-
жущийся вдоль оси ОZ со скоростью / .фазv k   

Его амплитуда убывает по гауссову закону 

в направлениях, перпендикулярных оси ОZ. По-
этому пакет (1.2) переносит конечную мощность 
и является аналогом сфокусированной волновой 
моды (focus wave mode) с внедренным оптиче-
ским вихрем. Его перетяжка движется в проти-
воположном направлении Z. При 0m   – пакет 
полый. Здесь и далее полагаем угловой индекс m 
непрерывным, 0.m   

А. Обсудим применение комплексифициро-
ванного 0( )Z Q Z iZ    преобразования Бейт-

мена (1.1) для cледующего решения 

 ( ) mi Z TE e X iY M M
      

[1], [2], описывающего пучки К – К в параболи-
ческих вращательных безразмерных координа-
тах. Получаем ПВВП К – K с амплитудой  

21
( ) exp

m
X iY iS

E sM M
Q T Q T Q T 
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Здесь и далее нижний индекс s при амплитуде E 
означает spatio, т. е. ПВВП. Полагая затем, для 
простоты, В = 0, Re( ) 0S B   в (1.3), находим 

амплитуду  
2

2

1
( ) exp
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m
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E sMM i
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S
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Здесь вторая функция Куммера М обратилась в 
константу, которую мы не пишем.  

Применяя преобразование Куммера к ос-
тавшейся функции М, получаем ПВВП К в уп-
рощенной форме с амплитудой 

2

1
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1 , 1;

m
X iY

E sM
Q T Q T
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M m a m i
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(1.4) 

По сравнению с общим решением (1.3) 
здесь, благодаря ограничению В = 0, осталась 
одна функция M вместо двух, исчезли корни в ее 
аргументе и исчез гауссиан. Последнее выраже-
ние (1.4) описывает локализованные ПВВПы. 
Поскольку (1.4) является строгим решением вол-
нового уравнения, то ПВВПы можно также на-
звать сфокусированными волновыми модами или 
даже световыми пулями. Амплитуда ПВВП экс-
поненциально убывает в поперечных оси ОZ на-
правлениях. Это подтверждает также графиче-
ское моделирование интенсивности рассматри-
ваемых полей. При 0a   выражение (1.4) 
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редуцируется к амплитуде, которая описывает 
гауссов ПВВП. 

Проанализируем условия КИ для ПВВП 
(1.4). Условие КИ: ,dE R  причем 1.d    Со-

гласно Флюгге, [12, с. 304], при L   

( ) ( )
( , , ) ,

( ) ( )
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a a b Le Г b Г b

M a b L L L e
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если 0, 1, 2,...a     Без ограничения общности 
можно при анализе не учитывать зависимости от 
Q и T. Тогда, при 2 2 2R X Y      получаем  

2
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1. Пусть 0 0Z   в 0 .Q Z iZ   Тогда при 

0, 1, 2,...,a n     0m   пакет (1.4) превраща-
ется в ПВВП Лагерра с амплитудой 

21
m

m
sLG n

iSX iY
E L

Q T Q T Q T

  
         

 

и обладающий строго КИ!  
2. Кроме того, находим, что при 0 0Z   

возможны следующие варианты анализа условий 
КИ функции sKKE  (1.4): 

1. Если 
2

,
2

m
a

   тогда E   и .W   

Здесь и далее W – переносимая мощность. 

2. Если 
2

,
2

m
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1 2
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1
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m
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   тогда 1,E R
  т. е. ква-

зи-КИ, но .W   

5. Если 
1

,
2

m
a

   тогда 0E   и ,W const  

т. е. строгая КИ! Здесь условие 5 включает в себя 
также условие 1 ( 0, 1, 2,...).a n      

Б. Для пучка  
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применим 1 преобразование Бейтмена. Затем, 
полагая 0,B   находим амплитуду ПВВП 

1
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Установим условия КИ для ПВВП 1( ).E sM M   

При R    получаем 

2 2 2 2

1( ) exp .
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Пусть 0 0Z   в 0 .Q Z iZ   

Тогда при 1 0, 1, 2,...a m N        – КИ 
строго. 

При 0 0Z   находим, что возможны также 

следующие варианты условий КИ функции 

1( ) :E sM M   

– если 
2

,
2

m
a

   тогда E   и ;W    
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m
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m
a

  тогда 1,E R
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1
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2

m
a


  тогда 0E   и .W const  

Строгая КИ. 
В. Oбсудим пучки К – К типа 1 1( ).E M M   

Согласно [2], его амплитуду можно взять в форме 
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При заменах 1, ( )a m a Y Y     последний пу-

чок * 1 1( )E M M   преобразуется в пучок ( ),E M M   

рассмотренный ранее в [7]. Используя получен-
ные выше результаты (1.4) для пучка ( ),E M M   

сразу можем записать выражения для ПВВП 

* 1 1( ).E sM M   Амплитуда ПВВП  

* 1 1

2

2

1
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X iY iS
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Условия КИ для ПВВП * 1 1( ) :E sM M   

– если 
2

,
2

m
a

    тогда E   и ;W   

– если 
2

,
2

m
a

    тогда ,E const  но 
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1 2

, ,
2 2

m m
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 тогда 0,E   
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1

,
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m
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    тогда 1,E R
  но ;W   

– если 
1

,
2

m
a

    тогда 0E  и .W const  

Строгая КИ. 
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Г. Наконец, обсудим пучки с амплитудой в 
форме 
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Здесь в работе [2] мы брали 0.Z   Однако, для 
получения ВППВ удобнее заменить в 1( )E M M   

переменную ( ).Q Q   Тогда получаем  
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Здесь можно взять 0;Z   0.m   Применяем 1 
преобразование Бейтмена. Затем, полагая 0,B   
находим, после некоторых преобразований, ам-
плитуду ПВВП  
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Установим условия КИ для ПВВП * 1( ).E sM M   

Получаем, как для 1( )E sM M    

– если 
2
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m
a

   тогда E   и ;W   
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2

,
2

m
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   тогда ,E const  но ;W  

– если 
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, ,
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m
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m
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Строгая КИ.  
В отличие от пакетов 1( )E sM M   здесь в 

* 1( )E sM M   следует полагать 0 0.Z   

 
2 Физически реализуемые ПВВП ТК с не-

прерывным угловым индексом m  
Предварительно обсудим возможности ис-

пользования функций Трикоми U  и U  в (1.1). 

При Z   функции ,aU Q
   

2

,
2

R
U

Q


   что 

неплохо. Функции U  и U  при 0R   стре-

мятся к бесконечности, что физически неприем-
лемо. Попытки комплексифицировать перемен-
ные Z или X, Y функций U  и U  приводят к 

разрывам (скачкам) аргументов ( ( ))i R Q  и 

соответственно амплитуд вблизи 0,Z   что так-

же неприемлимо. Поэтому вариант U U   на всей 

оси Z не подходит. Однако можно использовать в 

(1.1), например, функцию M U   при 0Z   и 

функцию U M   при 0.Z   Далее мы будем об-

суждать пучки в области полупространства.  
А. Обсудим непараксиальные пучки Т – К 
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       (2.1) 

которые пригодны при 0.Z   Пусть при этом 
также ( 1) / 2.a m   Тогда 
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Последний вариант (при 0 0)Z   соответствует 

Ковалеву [10], формула (21). Такие пучки он на-
зывает пучками Ханкеля – Бесселя. У него упоми-
наются также фактически пучки Т – К ( ).E U M   

Применяем 1 преобразование Бейтмена для 
( ).E U M   Затем, полагая 0,B   находим, после 

некоторых преобразований, амплитуду ПВВП 

2 2

1
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,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T Q T

iS iS
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Q T Q T

 

 
     

   
        

 

Установим условия КИ для ПВВП. При R    

амплитуда 
2

2( ) exp .m a iS
E sU M R

Q T


  

 
   

 От-

сюда при 0Z   0 0Z   0m   – КИ ПВВП 

( )E sU M   при произвольном параметре а. При 

( 1) / 2a m   ПВВП ( )E sU M   редуцируются к 

ПВВП Ханкеля – Бесселя. 
Б. Обсудим непараксиальные пучки Т – К [2] 
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,1 ; ( ) .

i Q T m

m

E U M e R Q

X iY M a m m i R Q
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   (2.3) 

Здесь 0Z   0.m   Применяя 1 преобра-
зование Бейтмена и полагая 0,B   находим 
амплитуду ПВВП 

* 1

2 2

1
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Q T Q T

iS iS
U a m

Q T Q T

 

 
     

   
        

 

Отсюда следует, что условия КИ ПВВП 

1( )E sU M   такие же, как для ( ),E sU M   т. е. 

0Z   0 0Z   0m   произвольном параметре а. 
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В. Обсудим теперь пучки Т – К [2]  

 
 
 

( )( )

1 , 1; ( )

1 , 1; ( ) .

mi T QE U M e X iY

U m a m i R Q

M m a m i R Q


     

     

     



 

Поменяем предварительно ( )T T   в ( ) ,i T Qe   

чтобы в дальнейшем получить бегущее поле. 
Тогда 

 
 
 

( )
* ( )

1 , 1; ( )

1 , 1; ( ) .

mi T QE U M e X iY

U m a m i R Q

M m a m i R Q

 
     

     

     



 

Применяя 1 преобразование Бейтмена и полагая 
0,B   находим амплитуду ПВВП 

*

2 2

1
( )

1 ,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T Q T

iS iS
U m a m

Q T Q T

 

 
     

    
          

 

Тогда, при 1R   амплитуда волнового поля 

2
2 2( ) exp .m a iR

E U M R
Q T

   
  

 
   

  

Отсюда условия КИ ПВВП * ( )E sU M   следую-

щие: 0Z   0 0Z   0m   при произвольном 

параметре а.  
Г. Обсудим теперь пучки Т – К [2] 

   ( )
* 1( )

m mi T QE M U e X iY R Q


       
 

 
 

1 ,1 , ( )

1 , 1; ( ) .

M a m i R Q

U m a m i R Q

     

      
 

Предварительно выполним замену ( )T T   в 
( )i T Qe   и получаем при 0Z   непараксиальные 

пучки Т – К 

   ( )
** 1( )

m mi T QE M U e X iY R Q
 

       
 

 
 

1 ,1 , ( )

1 , 1; ( ) .

M a m i R Q

U m a m i R Q

     

      
 

Применяя 1 преобразование Бейтмена и полагая 
0,B   находим амплитуду ПВВП  

** 1 2

2 2

1
( )

1 ,1 ; exp .

m
X iY

E sU M
Q T S

iS iS
U m a m

Q T Q T

 

      
   

           



 

Тогда, при 1R   амплитуда волнового поля  

2
2 2

** 1( ) exp .a m iR
E sU M R

Q T
   

  

 
   

  

Отсюда условия КИ ПВВП ** 1( )E sU M 
  сле-

дующие: 0Z   0 0Z   0m   при произволь-

ном параметре а, т. е. такие же, как для ПВВП 

* ( ).E sU M 
  

Аналогичные результаты получаются, если 
проанализировать варианты ПВВП Т – К других 
типов, включающих в свою амплитуду функции 
Трикоми U

  и .U  Здесь всегда 0.Z   
 
Заключение 

 В данной работе получены выражения, опи-
сывающие дополнительные типы 3D непаракси-
альных ПВВП К – К и Т – К с непрерывным уг-
ловым индексом m в параболических вращатель-
ных координатах.  

Установлено, что для таких ПВВП К – К и 
Т – К путем подбора свободных параметров все-
гда можно добиться строгой КИ амплитуды и, 
тем самым, переносимой конечной мощности 
пакета и его физической реализуемости. Сущест-
венно также, что здесь для КИ не требуется гаус-
сова аподизация пучков. Показано, что непара-
ксиальные пучки Т – К физически реализуемы 
только в области полупространства 0Z   или 
при 0.Z   Компьютерное моделирование в сис-
теме Maple подтверждает все эти выводы. 

Одновременный переход от дискретных 
значений m к непрерывному спектру, а также от 
вещественных к комплексным значениям пара-
метра a сильно расширяет класс известных в на-
стоящее время ПВВП с цилиндрической сим- 
метрией. 
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