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Изучаются критические  -локальные формации конечных групп, где   – некоторое разбиение множества всех 
простых чисел .  Получен критерий для критических  -локальных формаций. Дано описание критических  -ло-
кальных формаций для формаций всех  -групп, всех  -разрешимых  -групп, где ,      а также получено 

описание минимальных  -локальных не  -разрешимых формаций конечных групп. 
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The critical  -local formations of finite groups are studied, where   is some partition of the set of all primes .  A criterion is 
obtained for critical  -local formations. A description of critical  -local formations is given for formations of all  -groups, 
all  -soluble  -groups, where ,      and a description of minimal  -local non-  -soluble formations of finite groups 

is obtained. 
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Введение 
При изучении внутреннего структурного 

строения локальных формаций и их классифика-
ции важную роль играют минимальные локаль-
ные не H -формации [1] или lH -критические 

формации [2], т. е. такие локальные формации 
,F H  все собственные локальные подформа-

ции которых содержатся в классе групп .H  
Задача изучения критических формаций бы-

ла поставлена Л.А. Шеметковым [1]. Решение 
этой задачи для локальных формаций было по-
лучено А.Н. Скибой в цикле работ 1980–1993 гг. 
и завершилось построением теории критических 
локальных формаций, наиболее общим результа-
том которой стало описание минимальных ло-
кальных не H -формаций для случая, когда H  – 
произвольная формация классического типа [3], 
т. е. формация имеющая такой локальный экран, 
все неабелевы значения которого локальны. Ре-
зультаты теории минимальных локальных не 
H -формаций широко использовались в вопросах 
классификации локальных формаций, а также 
при изучении несократимых факторизаций огра-
ниченных локальных формаций [4]–[5]. 

В дальнейшем критические формаций изу-
чались для различных типов формаций конечных 
групп. В частности, в работах [6]–[20] разрабо-
тана теория критических  -локальных форма-
ций. Ряд приложений теории минимальных  -ло-
кальных не H -формаций получен при изучении 

внутреннего строения  -локальных формаций, 
имеющих заданную структуру подформаций, а 
также при изучении свойств полугруппы  -ло-
кальных формаций, см., например, [21]–[23]. 

Разработка методов обобщенно локальных 
или  -локальных формаций приводит к необхо-
димости изучения и классификации критических 
 -локальных формаций. При этом, следуя [1]–
[2], минимальной  -локальной не H -формацией 
или H -критической формацией мы называем 

 -локальную формацию ,F H  все собствен-

ные  -локальные подформации которой содер-
жатся в классе групп .H  

В данной работе получен критерий для ми-
нимальных  -локальных не H -формаций. Дано 
описание минимальных  -локальных не H -
формаций для таких  -локальных классов ко-
нечных групп ,H  как формация всех  -групп, 
формация всех  -разрешимых  -групп, где 

.      В частности, получено описание ми-
нимальных  -локальных не  -разрешимых 
формаций конечных групп. 

Для классического случая, когда 1= =   
= {{2},{3},{5}, }  в качестве следствий получе-
ных результатов приведено описание минималь-
ных локальных не H -формаций, где H  – фор-
мация всех  -групп, формация всех разрешимых 
 -групп, где ,      формация всех разре-
шимых групп. 
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 1 Обозначения и определения 
Основные определения, обозначения и об-

щие свойства  -локальных формаций представ-
лены в работах [24]–[30]. Пусть = { | }i i I    – 

некоторое разбиение множества всех простых 
чисел .  Если n целое число, то ( )n  обозначает 

множество { | ( ) };i i n      ( ) = (| |).G G   

Группа G называется [24]:  -примарной, если G 
является i -группой для некоторого ;i   -ниль-

потентной, если каждый главный фактор /H K  
группы G является  -центральный в G, то есть по-
лупрямое произведение ( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  

является  -примарным;  -разрешимой, если 
= 1G  или 1G   и каждый главный фактор G  

является  -примарным. Класс всех  -разреши-
мых групп обозначают через ,S  а через N  

обозначают класс всех  -нильпотентных групп. 
Пусть .      Тогда = \ .    Группу 

G  называют  -группой, если ( ) .G    Через 

G  обозначают класс всех  -групп, а через S  

обозначают класс всех  -разрешимых  -групп. 
В частности, если = { },i   то 

i
G  – класс всех 

i -групп, 'i
G  – класс всех 'i -групп, соответст-

венно, 
i

S  – класс всех  -разрешимых i -групп, 

'i
S  – класс всех  -разрешимых 'i -групп. 

Функция f вида : {формации групп}f   

называется формационной  -функцией. Для 
всякой формационной  -функции f класс 

( )LF f  определяется следующим образом:  

',

( ) = (  | = 1 или 1 и 

/ ( ) ( ) для всех ( )).i ii i

LF f G G G

G O G f G


 


   

 

Мы также используем символ { } ( )
i

F G  вместо 

', ( ).
i i

O G   Если для некоторой формационной  

 -функции f имеет место = ( ),LF fF  то говорят, 

что формация F  является  -локальной, а f явля-
ется  -локальным определением формации .F  

Если f является формационной  -функци-
ей, то символ Supp( )f  обозначает носитель f, то 

есть, множество всех i  таких, что ( ) .if     

Формационную  -функцию f называют: внут-
ренней, если ( ) ( )if LF f   для всех ;i  полной, 

если ( ) = ( )i ii
f f G  для всех .i  

Пусть X  – некоторая совокупность групп. 
Через form( )l X  обозначают пересечение всех 

 -локальных формаций, содержащих ,X  и на-
зывают  -локальной формацией, порожденной 
совокупностью групп .X  Если = form( )l GF   
для  некоторой  группы ,G   то  F   называют 

однопорожденной  -локальной формацией. Для 
всякого класса групп F  также полагают 

{ }( ) = ( / ( ) | ).i i
G F G G F F  

Пусть H  – некоторый класс групп. Форма-
цию F  называют минимальной не F -формацией 
или F -критической формацией, если ,F H  но 

все собственные подформации из F  содержатся 
в .H  Следуя [1]–[2]  -локальную формацию F  
будем называеть  минимальной  -локальной не 
H -формацией или  H -критической формацией, 

если ,F H  но все ее собственные  -локаль-

ные подформации содержатся в классе групп .H  
 

2 Вспомогательные результаты 
Для доказательства основного результата 

работы нам понадобятся следующие известные 
факты теории формаций. 

Лемма 2.1 является частным случаем леммы 
2.6 [28]. 

Лемма 2.1 [28]. Пусть 
= form( ) = ( )l LF f F X  

 –  -локальная формация порожденная X  и 
= ( ).  X  Пусть m – формационная  -функция, 

такая что ( ) = form( ( ))i im  X  для всех i   

и ( ) =im    для всех .i    Тогда: 

(1) = ( ),  F  

(2) m является  -локальным определением ,F  
(3) ( ) ( )i im f   F  для всех .i  

Отметим, что  -локальное определение m  
формации F  из леммы 2.1 называют наимень-
шим  -локальным определением формации .F  

Лемма 2.2 [28]. Пусть f и h  – формационые 
 -функции и пусть = Supp( )f . Допустим, что 

= ( ) = ( ).LF f LF h F  Тогда: 

(1) = ( );  F  

(2) '= ( ( )) .ii ii
f   
 F G G G  Следова-

тельно, F  является насыщенной формацией. 
(3) Если каждая группа из F  является  

 -разрешимой, то '= ( ( )) .ii ii
f   
 F S G S  

(4) Если ,i   то  

( ( ) ) = ( ( ) ) .i ii i
f h     G F G F F  

(5) = ( ),LF FF  где F – единственная фор-

мационная  -функция, такая что ( ) =iF   

= ( )ii
F  G F  для всех i   и ( ) =iF    для 

всех .i    Более того, ( ) = ( ( ) )i ii
F f  G F  

для всех i. 
Лемма 2.3 [4, c. 167.]. Пусть A – монолити-

ческая группа с монолитом P. Тогда если 
( ),P A   то form( / )A P  – единственная мак-

симальная подформация формации form( ).A   
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3 Основной результат 
Следуя [31], на множестве всех формацион-

ных  -функций определим частичный порядок 
" "  следующим образом: если 1f  и 2f  – форма-

ционные  -функции, то 1 2 ,f f  если 

1 2( ) ( )i if f    для любого .i   

Прежде чем мы докажем теорему 3.1 уста-
новим справедливость следующих лемм. 

Лемма 3.1. Пусть = ( ),j jLF fF  где jf  – 

наименьшее  -локальное определение формации 
,jF  = 1,2.j  Тогда в том и только в том случае 

1 2 ,F F  когда 1 2.f f  

Доказательство. Необходимость. Пусть 

1 2F F  и 1.GF  Тогда 2.GF  Значит, в силу 

леммы 2.1 и включения 1 2F F  для любого 

1( )i  F  имеет место  

1 { } 1

{ } 2 2

( ) = form( / ( ) | )

form( / ( ) | ) = ( ).

i i

ii

f G F G G

G F G G f





  

  

F

F
 

Так как для любого 1( )i  F  ввиду леммы 2.1 

1( ) = ,if    то 1 2( ) ( ).i if f    Следовательно, 

1 2.f f  

Достаточность. Пусть имеет место 1 2.f f  

Тогда справедливо включение 1 2( ) ( )i if f    

для всех .i  Пусть 1.GF  Применяя лемму 2.1 с 

учетом 1 2 ,f f  получим  

{ } 1 2/ ( ) ( ) ( )i ii
G F G f f      

для любого ( ).i G   Но тогда 2.GF  Поэтому 

1 2.F F                                                                      

Лемма 3.2. Если = ( )LF fF  и 

/ ( ) ( )ii
G O G f   F  

для некоторого ( ),i G   то .GF   

Доказательство. Поскольку 
 

/ ( ) ( ) ,ii
G O G f   F  

 

то ( ) .if     Но тогда ( )i  F  по лемме 2.2 (1). 

Кроме того, / ( ) ( )ii
G O G f   F  влечет также, 

что 
( )

( ) .
f i

i i
G O G

 
  F

G  Следовательно, 

( ( ) ).ii
G f  G F  Ввиду леммы 2.2 (4) получа-

ем ( ( ) ) .ii
G f   G F F                                      

Теорема 3.1. Пусть = ( ),LF HH  = ( ),LF fF  

где H – каноническое  -локальное определение 
формации ,H  f – минимальное  -локальное оп-
ределение формации .F  Тогда и только тогда F  
является минимальной  -локальной не H -фор-

мацией, когда = form ,l GF  где G – такая группа 

минимального порядка из \F H  с монолитом 

= ,P GH  что для всех ( )i P   формация 

( )if   является ( ( ))iH  -критической.  

Доказательство. Необходимость. Обозна-
чим через G – группу минимального порядка из 

\ .F H  Тогда G – монолитическая группа с моно-

литом = .P GH  Ясно, что form .l G  F  Поскольку 

при этом все собственные  -локальные под-
формации из F  содержатся в ,H  то = form .l GF  

 Пусть ( ).i P   Предположим, что 

( ) = (1).if   Тогда в силу леммы 2.1 имеем  

{ }( ) = form( / ( )) = (1).i i
f G F G  

Поэтому { } ',( ) = ( ) = .
i i i

F G O G G    Значит, ' .
i i

G  G G  

Так как G – монолитическая группа и ( ),i P   

то ,
i

G G  т. е. G является i -группой. 

Поскольку при этом ,GH  то ( )i  H  и 

( ) =iH    ввиду леммы 2.2 (5). Но тогда 

( ) = (1)if   – ( ( ))iH  -критическая формация. 

 Пусть теперь ( ) (1).if    По лемме 2.1 

имеем  

{ }( ) = form( / ( )).i i
f G F G  

Пусть X  – произвольная собственная подфор-
мация из ( ).if   Допустим, что ( )iH X  и 
обозначим через K группу минимального поряд-
ка из \ ( ).iH X  Тогда K – монолитическая груп-

па с монолитом 
( )

.
H iK


 Поскольку ( ) =iH   

= ( ),ii
H G  то ( ) = 1.

i
O K  

Пусть S – некоторая i -группа, = =M S K  
= T K  – регулярное сплетение групп S и K, где 
T – база сплетения M. Тогда ( ) = 1

i
O M 

 и 

{ } ( ) = ( ) = ( ( ) ) = ,
i i i

F M O M T O M K T     так как 

( ) = 1.
i

O K  Поскольку ( ),iK f  X  то 

= ( ).ii
M T K f G  Но в силу леммы 2.2 (4) 

имеет место включение ( ) .ii
f  G F  Поэтому 

form .l M  F  

Допустим, что form = .l M F  Тогда по лем-
ме 2.1 имеем  

{ }( ) = form( / ( )) =

form( / ) = form ( ).

i i

i

f M F M

M T K f



   X
 

Противоречие. Следовательно, form .l M  F  

Значит, form .l M  H  Но тогда по лемме 2.1 (3) 

имеем { }/ ( ) ( ).ii
M F M K H    Снова получи-

ли противоречие. Поэтому ( ).iH X  Таким 
образом, всякая собственная подформация из 

( )if   содержится в ( ).iH   Предположим, что 

( ) ( ).i if H    
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Рассмотрим прежде случай, когда P являет-
ся  -примарной группой. Тогда поскольку 

( ),i P   то P – i -группа. Значит, ( ) = 1
i

O G 
 

и { }( ) = ( ).
i i

O G F G   По лемме 2.1 имеем 

{ }/ ( ) = / ( ) ( ).ii i
G O G G F G f     

Так как по предположению ( ) ( ),i if H    то 

/ ( ) ( ).ii
G O G H    Но тогда GH  в силу леммы 

3.2. Последнее противоречит выбору группы G. 
Значит, P не является  -примарной груп-

пой. Поскольку при этом P – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы G и 

( ),i P   то ( ) = 1
i

O G  и ( ) = 1.
i

O G 
 Значит, 

{ } ( ) = 1.
i

F G  Применяя теперь лемму 2.1 имеем  

{ }/ ( ) ( ) ( ) .i ii
G G F G f H      H  

Полученное противоречие показывает, что 
( ) ( ).i if H    Таким образом, ( )if   является 

( ( ))iH  -критической формацией. 

Достаточность. Пусть выполняются усло-
вия теоремы. Понятно, что .F H  Пусть L  – 

произвольная собственная  -локальная под-
формация из ,F  l – минимальное  -локальное 

определение .L  Пусть ( ) \ ( ).i G P    Тогда 

{ }( )
i

P F G  и { } { }( ) / = ( / ).
i i

F G P F G P   По-

скольку = ,P GH  то 

{ } { }

{ }

/ ( ) ( / ) / ( ( ) / ) =

( / ) / ( / ) ( ).
i i

ii

G F G G P F G P

G P F G P H

 

  


 

Следовательно,  

{ }

( ) ( ) =

form( / ( )) ( ) = ( ).

i ii

i ii i i

f f

G F G H H



  

  

   

G

G G
 

Также ввиду леммы 3.1 имеет место включение 
( ) ( ).i il f    Следовательно, ( ) ( ).i il H    

Пусть ( ).i P   Допустим, что ( ) = ( ).i il f   

Если при этом P – i -группа, то { }( ) =
i

F G  

= ( )
i

O G  и поскольку  

{ }/ ( ) = / ( ) ( ) = ( ) ,i ii i
G O G G F G f l      L  

то GL  по лемме 3.2. Но тогда имеет место 
включение = form .l G  F L F  Противоречие. 

Поэтому P не является  -примарной группой. 
Так как P – единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа G, то { } ( ) = 1.

i
F G  Но тогда  

{ }/ ( ) ( ) = ( ) .i ii
G G F G f l     L  

Снова получаем, что ,GL  что невозможно. 

Таким образом, ( ) ( ).i il f    Поскольку по ус-

ловию формация ( )if   является ( ( ))iH  -кри-

тической,  то ( ) ( ).i il H     В силу лем-

мы 2.1 (1) имеет место равенство ( ) = ( ).G  F  

Следовательно, .L H  Но тогда F  – H -кри-

тическая формация.                                                 

В классическом случае, когда 1= =   
= {{2},{3},{5}, }  получаем следующий извест-

ный результат. 
Следствие 3.1 [4, c. 169.]. Пусть = ( ),LF HH  

= ( ),LF fF  где H – канонический локальный эк-

ран формации ,H  f – минимальный локальный 
экран формации .F  Тогда и только тогда F  
является минимальной локальной не H -форма-
цией, когда = form ,l GF  где G – такая группа 

минимального порядка из \F H  с монолитом 

= ,P GH  что для всех ( )p P  формация ( )f p  

является ( ( ))H p -критической.  

 
4 Минимальные  -локальные не G -фор-

мации 
Напомним, что если ,      то через 

G  обозначают формацию всех  -групп. Ввиду 

замечания 2.4 [28] формация G  является то-

тально  -локальной. 
Теорема 4.1. Пусть F  –  -локальная фор-

мация, ,F G  где .      Тогда и только 

тогда F  является минимальной  -локальной не 

G -формацией, когда = = form( ),
i

l G F G  где 

G – простая i -группа для некоторого .i   

Доказательство. Необходимость. Пусть F  – 

минимальная  -локальная не G -формация. 

Выберем в \ F G  группу G минимального по-

рядка. Тогда G – монолитическая группа с моно-

литом = .R G G  Поскольку form( )l G  F  и лю-

бая собственная  -локальная подформация из 
F  содержится в ,S  то = form( ).l GF  Пока-

жем, что группа G удовлетворяет условию тео-
ремы. 

Пусть f – наименьшее  -локальное опреде-
ление формации F  и H – каноническое  -

локальное определение формации .G  Ввиду 

теоремы 3.1 для всех ( )i R   формация ( )if   

является ( ( ))iH  -критической. По лемме 2.1 име-

ем { }( ) = form( / ( ))i i
f G F G  для всех ( )i G   

и ( ) =if    для всех ( ).i G   Ввиду замеча-

ния 2.4 [28] ( ) =iH  G  для всех i   и 

( ) =iH    для всех .i    

Допустим, что R –  -примарная группа и 
пусть ( ).i R   Тогда R – i -группа. Рассмот-

рим прежде случай, когда .i    Тогда по-

скольку R – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G, то ( ) = 1.

i
O G 

 



О минимальных  -локальных не H -формациях конечных групп 

 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (45), 2020 109

Следовательно, { } ( ) = ( ).
i i

F G O G   Ввиду того, 

что { }( ) = form( / ( ))i i
f G F G  – минимальная не 

( )iH  -формация и ( ) = ,iH    то 

{ }( ) = form( / ( )) = (1).i i
f G F G  

Значит, { }/ ( ) = 1
i

G F G  и { }= ( ) = ( ).
i i

G F G O G   

Таким образом, G – i -группа, .i   Посколь-

ку / ,G R G  и при этом G –  -группа, то 

= .G R  Но G – монолитическая группа. Следова-
тельно, =G R  – простая i -группа, где .i    

Поскольку 
i

G  – наследственная формация, то 

( ).ii i
f  G G  Значит, в силу леммы 2.2 (4) 

имеем ( ) .ii i i
f     G G F G  Поэтому 

= form( ) = .
i

l G F G  Таким образом, группа G 

удовлетворяет условию теоремы. 
Допустим теперь, что .i   Тогда 

i
R G  

и / .G R G  Следовательно, G R G
 и 

= .
i

G   G G G  Противоречие. Поэтому дан-

ный случай невозможен. 
Пусть теперь R не является  -примарной 

группой. Тогда ввиду монолитичности группы G 
для любого ( )i R   имеет место ( ) = 1

i
O G 

 и 

( ) = 1.
i

O G  Поэтому { }( ) = 1.
i

F G  

Допустим, что найдется ( ) \ .i R    То-

гда поскольку 

{ }( ) = form( / ( )) = form( )i i
f G F G G  

– минимальная не ( )iH  -формация и 

( ) = ,iH    мы имеем form( ) = (1).G  Последнее 

влечет 1 .G G  Противоречие. Поэтому 

( ) .R    Но тогда R G  и, кроме того, 

/ .G R G  Следовательно, = .G   G G G  

Противоречие. Поэтому данный случай также 
невозможен. 

Достаточность. Пусть = = form( ),
i

l G F G  

где группа G удовлетворяет условию теоремы. 
Тогда поскольку ,i   то .F G  Поскольку 

в силу примера 1.2 (ii) [28] для формации всех 
единичных групп имеет место (1) = ( ),LF f  где 

( ) =if    для всех i, а также ввиду примера 

1.2 (iii) [28] для формации всех i -групп имеет 

место = ( ),
i

LF f G  где ( ) =i i
f  G  и ( ) =jf    

для всех ,j i  то формация 
i

G  имеет единст-

венную  -локальную подформацию (1).  Так как 

(1) ,G  то F  – минимальная  -локальная не 

S -формация.                                                         

В частности, если = { },i   то =
i

G  

= =
i i S N  и из теоремы 4.1 вытекает 

Следствие 4.1. Пусть F  –  -локальная 

формация, i   и .
i

F G  Тогда и только 

тогда F  является минимальной  -локальной не 

i
G -формацией, когда = = form( ),

j
l G F G  где 

G – простая j -группа для некоторого .j i  

В классическом случае, когда 1=   из 
теоремы 4.1 получаем 

Следствие 4.2. Пусть F  – локальная фор-

мация, ,F G  где .      Тогда и только 

тогда F  является минимальной локальной не 

G -формацией, когда = = form( ),p l GF N  где G – 

группа простого порядка p для некоторого .p  

 
5 Минимальные  -локальные не S -фор-

мации 
Пусть .      Формация всех  -

разрешимых  -групп обозначается через .S  

Ввиду замечания 2.4 [28] S  является тотально 

 -локальной формацией. 
Теорема 5.1. Пусть F  –  -локальная фор-

мация, ,F S  где .      Тогда и только 

тогда F  является минимальной  -локальной не 

S -формацией, когда = form( ),l GF  где G – 

такая монолитическая группа с монолитом 

= ,R G S  что выполняется одно из следующих 
условий: 

(1) =G R  – простая i -группа для некото-

рого ;i   

(2) | | 3,ii     R – не  -примарная  

 -группа и /G R  –  -разрешимая  -группа. 
Доказательство. Необходимость. Пусть F  – 

минимальная  -локальная не S -формация. 

Выберем в \ F S  группу G минимального по-

рядка. Тогда G – монолитическая группа с моно-

литом = .R G S  Поскольку form( )l G  F  и 

любая собственная  -локальная подформация из 
F  содержится в ,S  то = form( ).l GF  Покажем, 

что группа G удовлетворяет условиям теоремы. 
Пусть f – наименьшее  -локальное опреде-

ление формации F  и H – каноническое  -ло-

кальное определение формации .S  Ввиду тео-

ремы 3.1 для всех ( )i R   формация ( )if   

является ( ( ))iH  -критической. По лемме 2.1 име-

ем { }( ) = form( / ( ))i i
f G F G  для всех ( )i G   

и ( ) =if    для всех ( ).i G   Ввиду 
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замечания 2.4 [28] имеем ( ) =iH  S  для всех 

i   и ( ) =iH    для всех .i    

Допустим, что R –  -примарная группа и 
пусть ( ).i R   Тогда R – i -группа. Рассмотрим 

прежде случай, когда .i    Тогда поскольку R – 

единственная минимальная нормальная подгруппа 
группы G, то ( ) =1.

i
O G 

 Следовательно, { }( ) =
i

F G  

= ( ).
i

O G  Ввиду того, что { }( ) = form( / ( ))i i
f G F G  – 

минимальная не ( )iH  -формация и ( ) = ,iH    

то { }( ) = form( / ( )) = (1).i i
f G F G  Значит, =G  

{ } ( ) = ( ).
i i

F G O G   Таким образом, G – i -груп-

па, .i   Поскольку / ,G R S  и при этом G 

–  -группа, то = .G R  Но G – монолитическая 
группа. Следовательно, =G R  – простая 

i -группа, где .i    Таким образом, группа G 

удовлетворяет условию 1) теоремы. 
Допустим теперь, что .i   Тогда 

i
R G  

и / .G R S  Следовательно, G R G
 и 

= .
i

G   G S S  Противоречие. Поэтому дан-

ный случай невозможен. 
Пусть теперь R не является  -примарной 

группой. Тогда ввиду монолитичности группы G 
для любого ( )i R   имеет место ( ) =

i
O G  

= ( ) = 1.
i

O G 
 Поэтому { }/ ( ) = 1.

i
G F G  

Допустим, что найдется ( ) \ .i R    То-

гда поскольку { }( ) = form( / ( )) =i i
f G F G  

= form( )G  – минимальная не ( )iH  -формация и 

( ) = ,iH    мы имеем form( ) = (1).G  Последнее 

влечет = 1 .G S  Противоречие. Поэтому 

( ) .R    

Покажем также, что данный случай возмо-
жен, только если | | 3.ii     Действительно, 

так как R монолит группы G, то R – прямое про-
изведение изоморфных простых неабелевых 
групп. Поэтому | ( ) | 3.R   С другой стороны, 

поскольку R не является  -примарной группой, 
то | ( ) | 2.R   Далее, если теперь ( ),i R   то 

( ) .i R     Следовательно, ( )( ) R ii
R       

и ( )| | 3.R ii     Кроме того, поскольку R –  

 -группа, то ( )R    и ( ) .R i ii i         

Поэтому, | | 3.ii     

Таким образом, если R не является  -при-

марной группой, то =R G S  –  -группа, при 
этом | | 3.ii     Следовательно, группа G 

удовлетворяет условию 2) теоремы. 

Достаточность. Пусть = form( )l GF  и 

группа G удовлетворяет условию 1). Тогда 
=

i
F G  – формация всех i -групп и (1)  – един-

ственная  -локальная подформация .
i

G  По-

скольку i   и (1) ,S  то F  – минимальная 

 -локальная не S -формация. 

Пусть теперь группа G удовлетворяет усло-
вию 2). Тогда поскольку R единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы G, то для 
любого ( )i R   имеет место { } ( ) = 1.

i
F G  В 

силу леммы 2.1 имеем { }( ) = form( / ( )) =i i
f G F G  

= form( )G  для любого ( ).i R   С другой сто-

роны, так как =R G S  и по лемме 2.2 (2) S  – 

насыщенная формация, то ( ).R G   Поэтому в 

силу леммы 2.3 формация form( ) = ( )iG f   имеет 

единственную максимальную подформацию 
form( / ) .G R S  Поскольку при этом = ( )iH S  

для любого ( ),i R   то в силу теоремы 3.1 

формация F  является минимальной  -локаль-

ной не S -формацией.                                           

В случае, когда 1=   получаем следую-
щий результат. 

Следствие 5.1. Пусть F  – локальная форма-

ция, S  – формация всех разрешимых  -групп, 

где .      Тогда и только тогда F  являет-

ся минимальной локальной не S -формацией, 

когда = form( ),l GF  где G – такая монолитиче-

ская группа с монолитом = ,R G S  что выпол-
няется одно из следующих условий: 

(1) =G R  – группа простого порядка p для 
некоторого ;p  

(2) | | 3,   P – неабелева  -группа и /G P  – 

разрешимая  -группа. 
  

6 Минимальные  -локальные не  -раз-
решимые формации 

Группа G называется  -разрешимой, если 
каждый главный фактор группы G является 
 -примарным. Класс всех  -разрешимых групп 

S  является тотально  -локальной формацией. 

При этом = ( ),LF f S  где ( ) =if  S  для всех i. 

Важным следствием теоремы 5.1 является 
следующая теорема, дающая описание мини-
мальных  -локальных не S -формаций. 

Теорема 6.1. Пусть F  –  -локальная фор-
мация, .F S  Тогда и только тогда F  явля-

ется минимальной  -локальной не S -форма-

цией, когда = form( ),l GF  где G – такая моно-

литическая группа с монолитом = ,P G S  что P – 
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не  -примарная группа и группа /G P  –  -раз-
решима.  

Доказательство. Пусть F  – минимальная 
 -локальная не S -формация. Тогда применяя 

теорему 5.1 получим = form( ),l GF  где G – такая 

монолитическая группа с монолитом = ,R G S  
что выполняется одно из следующих условий: 

(1) =G R  – простая i -группа для некото-

рого ;i   

(2) | | 3,ii     R – не  -примарная 

 -группа и /G R  –  -разрешимая  -группа. 

Поскольку = ,   то = .R G S  Кроме того, 
понятно, что условие (1) не может иметь место, а 
в условии (2) требование | | 3ii     выполня-

ется для любого разбиения .  
Таким образом, = form( ),l GF  где G – та-

кая монолитическая группа с монолитом 

= ,R G S  что R – не  -примарная группа и 
группа /G R  –  -разрешима.                               

В случае, когда 1=   мы получаем сле-
дующий известный результат. 

Следствие 6.1 [5, c. 87]. Тогда и только то-
гда F  является минимальной локальной нераз-
решимой формацией, когда = form( ),l GF  где G – 
такая монолитическая группа с неабелевым мо-
нолитом P, что /G P  – разрешимая группа.  
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