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Введение 
Отражающая функция [1, с. 62] определяет-

ся через общее решение дифференциального 
уравнения. Несмотря на то, что решить подав-
ляющее большинство дифференциальных урав-
нений невозможно, разработаны методы, позво-
ляющие находить отражающую функцию даже у 
неинтегрируемых в квадратурах уравнений. Ме-
тод отражающей функции является мощным ин-
струментом, с помощью которого можно прово-
дить качественное исследование дифференци-
альных уравнений. В частности, отражающая 
функция позволяет судить о наличии и устойчи-
вости периодических решений периодических 
систем, решать проблему центра-фокуса. 

Различные дифференциальные системы мо-
гут иметь одну и ту же отражающую функцию, и 
при этом их решения обладают рядом одинако-
вых свойств (периодичность, устойчивость и др.) 
Поэтому можно говорить об эквивалентности в 
смысле совпадения отражающих функций. Та-
ким образом, можно исследовать не исходное 
уравнение, а эквивалентное ему и более удобное 
для изучения. В связи с этим возникает актуаль-
ная задача построения классов эквивалентности 
[1, с. 74] дифференциальных уравнений для кон-
кретных отражающих функций. Особый интерес 
представляют те случаи, когда можно найти ус-
ловия эквивалентности почти периодических 
дифференциальных уравнений периодическим, а 
также выяснить наличие почти периодических 
решений у таких уравнений [2]–[4]. 

В данной работе рассматриваются вопросы 
построения класса эквивалентности уравнений 
Абеля и, как следствие, уравнений Риккати, со-
ответствующего линейной отражающей функ-
ции. Также рассматриваются случаи наличия 

почти периодических решений у почти периоди-
ческих уравнений Абеля и Риккати. 

 
1 Структура решения дифференциального 

уравнения с линейной отражающей функцией 
Как известно [5, с. 43] линейная отражаю-

щая функция скалярного дифференциального 
уравнения первого порядка ( , )x X t x  имеет вид 

( ) 2 ( )( , ) ( ) ,t tF t x t e e x         (1.1) 

где ( ), ( )t t   – нечетные непрерывно дифферен-
цируемые функции. Тогда все уравнения с отра-
жающей функцией (1.1) задаются формулой 

 ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( )

1
( ) ( ) ( ) 2 ( )

2

( , ) ( , ( ) ),

t t

t t t

x t e t t e t x

e R t x R t t e e x

 

   

       

    

 
 (1.2) 

где ( , )R t x  – произвольная непрерывно диффе-

ренцируемая функция. Для любого решения ( )x t  
дифференциального уравнения (1.2) справедливо 
тождество 

( , ( )) ( ).
t

F t x t x t          (1.3) 
Лемма 1.1. Если функция (1.1) является от-

ражающей функцией дифференциального урав-
нения (1.2), то всякое его решение имеет вид 

( ) 1
( ) ( ) ( )

2
tx t e f t t     
 

, (1.4) 

где f(t) – четная и для всякого решения ( )x t  своя 
функция, удовлетворяющая уравнению 
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  
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.    (1.5) 
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 Доказательство. Пусть выполнены условия 
леммы. Тождество (1.3) для отражающей функ-
ции (1.1) имеет вид ( ) 2 ( )( ) ( ) ( ).t tt e e x t x t      

Преобразуем полученное равенство: 

( ) ( )1 1
( ) ( ) ( ) ( ).

2 2
t te x t t e x t t          

Отсюда ( ) 1
( ) ( ) ( ),

2
te x t t f t     где f(t) – некото-

рая четная функция, причем у различных урав-
нений (1.2) это будут различные функции f(t). 
Выражая ( ),x t  имеем решение вида (1.4). 

 Построим уравнение, из которого можно най-
ти функцию f(t). Для этого подставим (1.4) в (1.2): 

2
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После упрощений имеем уравнение (1.5).            
 Отметим что, если найдено общее решение 
уравнения (1.5), то решение (1.4) будет общим 
решением уравнения (1.2). 

 
2 Уравнения Абеля и Риккати с линейной 

отражающей функцией 
Рассмотрим уравнение Абеля 

3 2( ) ( ) ( ) ( ).x A t x B t x C t x D t        (2.1) 

В [7] был указан один из случаев, когда 
уравнение Абеля имеет линейную отражающую 
функцию. Построим класс эквивалентности всех 
уравнений вида (2.1) соответствующий отра-
жающей функции (1.1). Для этого будем опи-
раться на основное соотношение 

( , ) ( , ) 0, (0, ) .t xF F X t x X t F F x x      (2.2) 

Из [1, с. 63] известно, что функция ( , )F t x  будет 

отражающей функцией уравнения первого по-
рядка с правой частью ( , )X t x  тогда и только 

тогда, когда она удовлетворяет основному тож-
деству (2.2). 

Теорема 2.1. Функция (1.1) является отра-
жающей функцией уравнения Абеля (2.1) тогда и 
только тогда, когда это уравнение имеет вид 
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(2.3) 

где ( ), ( ), ( ), ( )a t b t c t d t  – произвольные непрерыв-

ные нечетные функции. 
 Доказательство. Составим основное соот-
ношение (2.2) для отражающей функции (1.1) 
уравнения Абеля (2.1): 
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Раскрыв скобки и приведя подобные члены по 
степеням x, получим 
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В силу линейной независимости степеней x по-
лучаем систему уравнений: 
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Умножив первое уравнение системы (2.4) на 
4 ( ) ,te   перепишем его в виде 

2 ( ) 2 ( )( ) ( ) .t tA t e A t e      

Следовательно, 2 ( )( ) ( ),tA t e a t    где ( )a t  – произ-

вольная нечетная функция. Итак, 2 ( )( ) ( ) .tA t a t e   

 Подставляем найденный коэффициент ( )A t  
во второе уравнение системы (2.4). Умножаем 
полученное после этого уравнение на 3 ( )te   и 
преобразовываем к виду 

( ) ( )3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
t tB t e t a t B t e t a t         

 
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Отсюда ( ) 3
( ) ( ) ( ) ( ),

2
tB t e t a t b t     где ( )b t  – 

произвольная нечетная функция. Следовательно,  

( ) 3
( ) ( ) ( ) ( )

2
tB t e b t t a t     
 

. 

Далее, подставляя найденные коэффициенты 
( )A t  и ( )B t  в третье уравнение системы (2.4) и 

применяя аналогичные рассуждения, находим 

коэффициент ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),C t c t t b t t    где ( )c t  – 
произвольная нечетная функция. И, наконец, из 
последнего уравнения системы (2.4) получаем 
коэффициент 
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( ) 31 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2 4 2
tD t e d t t c t t a t t         
 

  

 Подставляя все найденные выше коэффици-
енты в уравнение (2.1), получаем уравнение 
(2.3). Ввиду необходимости и достаточности ос-
новного соотношения (2.2) для отражающей 
функции уравнения (2.1) теорема доказана. 

Следствие 2.1. Функция (1.1) является от-
ражающей функцией уравнения Риккати 

2( ) ( ) ( )x B t x C t x D t    

тогда и только тогда, когда это уравнение име-
ет вид 

 ( ) 2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
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 




 (2.5) 

где ( ), ( ), ( )b t c t d t  – произвольные непрерывные 

нечетные функции. 
Доказательство непосредственно вытекает из 

теоремы 2.1, если положить функцию ( ) 0.a t   

 
3 Почти периодические решения почти 

периодических уравнений Абеля и Риккати 
Как следует из леммы 1.1 решения уравне-

ния (2.3) задаются формулой (1.4) с некоторой 
неизвестной четной функцией f(t). Построим для 
уравнения (2.3) соответствующее уравнение для 
функции f(t). 

Лемма 3.1. Для того чтобы функция (1.4) 
была решением уравнения (2.3) необходимо, 
чтобы функция f(t) была решением уравнения 

3 2 2

2

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4

1
( ) ( ) ( ).

4

f a t f b t f c t t a t f

d t t b t

       
 

  


(3.1) 

 Доказательство леммы состоит в непосредст-
венной подстановке функции (1.4) в уравнение (2.3). 

Если в уравнении (3.1) положить ( ) 0,a t   

то оказывается справедливым 
Следствие 3.1. Для того чтобы функция 

(1.4) была решением уравнения (2.5) необходимо, 
чтобы функция f(t) была решением уравнения 

2 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

4
f b t f c t f d t t b t       (3.2) 

 Теорема 3.1. Пусть функции ( ), ( ),a t b t  ( ),c t  

( ), ( )d t t  являются 2 -периодическими, а функ-

ция ( )t  – почти периодическая или 2 -перио-

дическая с иррациональным отношением / .   
Если f(t) является продолжимым на отрезок 
[ ; ]   решением уравнения (3.1), то функция 

(1.4) будет почти периодическим или квазипе-
риодическим решением уравнения (2.3). 
 Доказательство. Пусть выполнены условия 
теоремы. Тогда правая часть уравнения (3.1) яв-
ляется 2 -периодической и нечетной по t. 

Согласно [1, с. 65] все продолжимые на отрезок 
[ ; ]   решения уравнения (3.1) будут 2 -пе-

риодическими и, значит, f(t) тоже 2 -периоди-
ческая функция. 
 Учитывая почти периодичность функции 

( )t  или ее периодичность с несоизмеримым 

периодом по отношению к периоду коэффициен-
тов уравнения (3.1), убеждаемся в том, что (1.4) 
является почти периодическим или квазиперио-
дическим решением уравнения (2.3).                    
 Теорема 3.2. Пусть функции b(t), c(t), d(t), 

( )t  являются 2 -периодическими, а функция 

( )t  – почти периодическая или 2 -периодичес-

кая с иррациональным отношением / .   Если 
( )f t  является продолжимым на отрезок 

[ ; ]   решением уравнения (3.2), то функция 

(1.4) будет почти периодическим или квазипе-
риодическим решением уравнения (2.5). 
 Доказательство теоремы 3.2 аналогично 
доказательству теоремы 3.1. 
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