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Для произвольной системы степенных рядов лорановского типа сформулирован и доказан критерий единственности 
ассоциированных с этой системой полиортогональных многочленов первого типа, найден явный вид этих многочле-
нов, а также явный вид соответствующего многочлена второго рода. Доказанные утверждения дополняют хорошо из-
вестные результаты в теории ортогональных и полиортогональных многочленов. 
 
Ключевые слова: ортогональные многочлены, нормальный индекс, совершенная система, определители Ганкеля, поли-
ортогональные многочлены. 
 
A criterion for the uniqueness of polyorthogonal polynomials of type I associated with an arbitrary system of power series of 
the Laurent type is formulated and proved. An explicit form of these polynomials and an explicit form for the corresponding 
polynomial of the second kind is found. The proven statements complement well-known results in the theory of orthogonal and 
polyorthogonal polynomials. 
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 Введение 
В классической теории ортогональных мно-

гочленов хорошо известна формула для пред-
ставления n-го ортогонального многочлена :nQ  
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– последовательность степенных моментов меры 
,  носитель которой совпадает с отрезком орто-

гональности .  Тождество (0.1) доказано 
Э. Шмидтом (см. [1], [2, с. 320, 333]) посред-
ством ортоганализации линейно независимой 
системы 1, ,..., nx x  в предгильбертовом простран-
стве, порожденном мерой .  В [3] установлен 

аналог формулы (0.1) для полиортогональных 
многочленов второго типа. В данной работе, в 
частности, доказывается, что аналогичные пред-
ставления справедливы и для полиортогональ-
ных многочленов первого типа. Как и в [3] мы 
рассматриваем понятие ортогональности в более 
широком смысле (см., например, [4, с. 60], [5]), 
когда последовательность { }is  является произ-

вольной, не связанной с мерой. В этой общей 

ситуации установлен критерий существования и 
единственности полиортогональных многочле-
нов первого типа, получены их явные представ-
ления в детерминантном виде, аналогичные 
формуле (0.1). Заметим, что распространению 
общей теории ортогональных многочленов на 
полиортогональные многочлены (другое назва-
ние – «multiple orthogonal polynomial») посвящен 
ряд работ известных специалистов [6]–[11]. 
 

1 Полиортогональные многочлены пер-
вого типа. Определения и свойства 

Множество k -мерных мультииндексов (ин-
дексов) 1( ,..., ),kn n n  т. е. упорядоченных k  

целых неотрицательных чисел, обозначим через 
.k

  Порядок мультииндекса 1( ,..., )kn n n  – это 

сумма 1| |: ... .kn n n    

 Пусть 0 1( , ,...)s s s  – произвольная после-

довательность комплексных чисел. В комплекс-
ном линейном пространстве ,  состоящем из 

многочленов, определим линейный функционал 
:sS  если ,T    1n   и 

0 1( ) ... ,n
nT z t t z t z     

то полагаем 

0 0 1 1( ( )) : ... .s n nT z t s t s t s   S  

Рассмотрим теперь k  произвольных после-

довательностей 0 1( , ,...)j j js f f  и соответствую-

щий им набор (систему) 

МАТЕМАТИКА
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1( ,..., ),kf f f  вообще говоря, формальных сте-

пенных рядов 
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Обозначим через js
S  функционал, соответст-

вующий последовательности .js  

Определение 1.1. Пусть 1( ,..., ) k
kn n n    – 

ненулевой мультииндекс. Многочлены 1,..., ,kA A  

все одновременно тождественно не равные ну-
лю, для которых deg 1j jA n   при 1,..., ,j k  

будем называть n-ми полиортогональными мно-
гочленами первого типа для системы f формаль-
ных степенных рядов (1.1), если 

1
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В (1.2) предполагается, что | | 1.n   Если | | 1,n   

то у мультииндекса n только одна компанента 

0
1,jn   остальные равны нулю. В этом случае по 

определению n-ми полиортогональными много-
членами является набор многочленов 

1( , , ),kA A A   
где 

0
1,jA   а 0jA   при 0 .j j  Считаем так-

же, что deg 1,jA    тогда и только тогда, ко-

гда 0.jA   

В том случае, когда j  ( 1,..., )j k  является 

положительными борелевскими мерами на веще-
ственной прямой с компактным бесконечным 
спектром, j  – наименьший отрезок, содержа-

щий спектр меры ,j  а 

( )
( ) , \ , 1,...,

j

j
j j

d x
f z z j k

z x


   

   (1.3) 

– соответствующий набор марковских функций, 
соотношения ортогональности (1.2) принимают 
привычный вид 

1

( ) ( ) 0, 0,1,...,| | 2.
j
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j j
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A x x d x n

 

        

Функция jf  представляется рядом (1.1), в 

котором 

( ) ( 0,1,...)
j

j i
i jf x d x i



    

– последовательность степенных моментов меры 
.j  

Полиортогональные многочлены первого 
типа определяются условиями (1.2) не однознач-
но, а с точностью до числового множителя: если 

1( ,... )kA A A  – набор полиортогональных мно-

гочленов, то при 0   набор 1( ,..., )kA A A     
также состоит из полиортогональных многочле-
нов. Эта неединственность может быть более 
существенной. Приведём соответствующий пример. 

Пример 1.1. Пусть 2,k   (2,2),n   а 

1 2 2 3

1 1 2 4
( ) ( ) ....

2
f z f z

z z z z
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A z a bz
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            (1.4) 

где a, b, d – любые действительные числа. 
Определение 1.2. Будем говорить, что n-ые 

полиортогональные многочлены 1,..., kA A  одно-

значно определяется условиями (1.2), если для 
любых двух наборов таких многочленов 

1( ,..., ),kA A A    

1( ,..., )kA A A    

найдётся комплексное число ,  что .A A    
Центральными в теории полиортогональ-

ных многочленов являются понятия нормального 
индекса и совершенной системы. 

Определение 1.3. Ненулевой индекс kn   

называется нормальным для системы f, если для 
любого набора 1( ,..., )kA A A  n-ых полиортого-

нальных многочленов 
deg 1, 1,..., .j jA n j k    

Определение 1.4. Система f называется со-
вершенной, если все ненулевые индексы kn   

являются нормальными для f. 
Например, если носители j  мер j  по-

парно не перекрываются (не имеют общих внут-
ренних точек), то система 1( ,..., ),kf f f  со-

стоящая из марковских функций (1.3), является 
совершенной [4, с. 159]. 

Нормальность индекса n является достаточ-
ным условием для того, чтобы n-ые полиортого-
нальные многочлены условиями (1.2) определя-
лись однозначно [4, с. 150]. Поэтому для совер-
шенных систем такие многочлены определяются 
однозначно при любом .kn   Следующий при-

мер показывает, что уже при 1k   это условие 
не является необходимым. 

Пример 1.2. Пусть 1,k   3,n   а 

1 4 2 3 4

1 8 1 2 4 16
( ) ....

2
f z

z zz z z z
      


 

При таких предположениях  полиортогональный 
многочлен 1( )A z  определяется однозначно и с 

точность до числового множителя совпадает с 
многочленом 2.z   Вместе с тем, поскольку 

1deg 1,A   индекс 3n   не является нормаль-

ным. 
 

2 Критерий единственности. Явный вид 
полиортогональных многочленов первого типа 

Пусть kn   – ненулевой индекс. При 

0jn   определим матрицу порядка (| | 1) jn n   
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а затем матрицу порядка (| | 1) | |n n   
1 2 .k

nG G G G     

При 0jn   считаем, что матрица nG  не содер-

жит блок .jG  Рассмотрим также функциональ-
ные матрицы-строки порядка 1 | |n  

 1( ) 0 0 0 1 0 0 0 ,

1,..., .

jn

jU z z z

j k

     


 

Заметим, что 

1( ) : ( ) ( )kU z U z U z    

 1 2 11 11 1 1 .knn nz z z z z z        

Если к матрице nG  добавить в качестве послед-

ней строки строку ( ),jU z  то получим квадрат-

ную матрицу. Определитель этой матрицы имеет 
вид 

( )
T

n jdet G U z     
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Определение 2.1. Ненулевой индекс kn   

будем называть допустимым для f, если ранг 
матрицы nG  равен | | 1.n    

В примере 1.1 индекс (2,2)n   не является 

нормальным и не является допустимым, а в при-
мере 2 индекс 3n   не является нормальным, но 
является допустимым для рассматриваемых в 
этих примерах систем функций. 

Определение 2.2. Систему f будем назы-
вать почти совершенной, если все ненулевые 
индексы kn   являются допустимыми для f. 

Сформулируем и докажем основную теорему. 
Теорема 2.1. Для того, чтобы для ненулево-

го индекса kn   n-ые полиортогональные мно-

гочлены 1,..., kA A  условиями (1.2) определялись 

однозначно, необходимо и достаточно, чтобы 
индекс n был допустимым для f, т. е. 

rang 1.nG n   

Если rang 1,nG n   то при определённом 

выборе нормирующего множителя справедливы 
тождества 

( ) ( ) , 1, , .
T

j n jA z det G U z j k       (2.1) 

Доказательство. Пусть 
1

0 1 1( ) , 1, , .j

j

nj j j
j nA z b b z b z j k

      

Для нахождения неизвестных коэффициентов 
многочленов jA  запишем в матричной форме 

систему линейных уравнений, равносильную 
условию (1.2): 

,T T
nG b                       (2.2) 

где 
1

1 1
0 1 0 1( )

k

k k
n nb b b b b      – матрица-строка 

порядка 1 | |,n  а   – матрица-строка порядка 

1 | |,n  все элементы которой равны нулю. По-

скольку система (2.2) является однородной и в 
ней число неизвестных на единицу больше числа 
уравнений, то из теоремы Кронекера – Капелли 
следует, что эта система имеет ненулевое реше-
ние, а множество всех её линейно независимых 
решений состоит из одного фундаментального 
решения тогда и только тогда, когда 
rang 1.nG n   В этом случае все остальные 

ненулевые решения можно получить умножени-
ем этого фундаментального решения на 0.   
Таким образом, первая часть теоремы доказана. 

Пусть теперь rang .nF n  Покажем, что в 

этом случае многочлены, определённые равенст-
вами (2.1), являются искомыми. Разлагая опреде-
литель в (2.1) по элементам последней строки, 
легко заметить, что deg 1,j jA n   и, по крайней 

мере, один из многочленов deg jA  тождественно 

не равен нулю. Остаётся доказать, что многочле-
ны 1,..., kA A  удовлетворяют условиям (1.2). Для 

этого, предположив, что 0,jn   применим функ-

ционал js
S  к последней строке определителя 

(2.1), которую предварительно умножим на .z  

Тогда сумма 
1

( ( ) )j

k

js
j

A z z


S  равна определителю 

1

1

1 1

1

1 1 1
0 1 1 0 1 1

1 1 1
1 2 1 2

1 1 1
| | 2 | | 1 | | 3 | | 2 | | 1 | | 3

1 1 1
1 1 1 1
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v v v n v v v n

f f f f f f

f f f f f f

f f f f f f
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в котором при 0,1,...,| | 2n    имеются две 

одинаковые строки. Такой определитель равен 
нулю, поэтому выполняются условия (1.2).         
 

3 Замечания и следствия 
Прежде всего следует сказать, что если ин-

декс kn   не является допустимым для f, то 

многочлены, определяемые равенствами (2.1), не 
являются полиортогональными многочленами для 
f. Так для системы 1 2( , )f f  из примера 1.1 и ин-

декса (2,2),n   который не является допустимым, 
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полиортогональные многочлены определяются 
равенствами (1.4), в то время как, если их нахо-
дить по формулам (2.1), получим, что 1 2,A A  то-

ждественно равны нулю. 
Из (2.1) следует, что компонента jn  задан-

ного мультииндекса 1( , , )kn n n   определяет 

число коэффициентов ряда ,jf  которое учиты-

вается при построении полиортогональных мно-
гочленов. Если, например, 0,jn   то матрица 

nG  и определители в (2.1) не содержат блока 

.jG  В этом случае 0,jA   а порядок мультиин-

декса |n| определяется только оставшимися нену-
левыми компонентами. В частности, если 

1( ,0, ,0),n n   то 1| | .n n  Отождествляя 1n  c n, 

видим, что как и в одномерном случае, в по-
строениях 1{ ( )}k

p pA z   учитываются только коэф-

фициенты ряда 1.f  Тогда из (2.1) следует, что 

0jA   при 2,..., ,j k  а для 1A  справедливо 

представление 
1 1

0 1 1
1 1 1

1 2 2

1

1 1 1
2 1 2 3

1

( ) ,

1

n

n

n n n
n

f f f

f f f

A z

f f f

z z





  





    



 

в точности совпадающее (с учетом степени мно-
гочлена 1)A  с классической формулой (0.1). 

Хорошо известно [4, с. 54], что при 1k   
индекс n  является нормальным для 1f  тогда 

и только тогда, когда определитель Ганкеля, 
1

1 2 0

1 1 1
0 1 2
1 1 1

1 2 1
1

1 1 1
1 2 4

1, ,

, 2
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n

n n n

H H f

f f f

f f f
H n

f f f






 

 




 
   



 

отличен от нуля. Опираясь на теорему 2.1, с по-
мощью тех же рассуждений, что и в одномерном 
случае, нетрудно получить критерий нормально-
сти индекса kn   при 1.k   

Следствие 3.1. Ненулевой мультииндекс 
kn   является нормальным для f тогда и 

только тогда, когда 

1

0,j

k
n

n
j

H


   

где jn

nH  – определитель матрицы, полученной из 

матрицы nG  выбрасываем в ней столбца 

1 | | 3( ... ) .
j j j

j j j T
n n n nf f f    

Следствие 3.1 позволяет сделать вывод о 
том, что любая совершенная система является 

почти совершенной системой. Обратное утвер-
ждение, очевидно, неверно. 

Следствие 3.2. Полиортогональныe много-
члены 1,..., kA A  определяются однозначно для 

всех ненулевых мультииндексов kn   тогда и 

только тогда, когда система f является почти 
совершенной.  

Для ненулевого мультииндекса kn   по-

лиортогональные многочлены первого типа 
можно определить по аналогии с полиортого-
нальными многочленами второго типа (см. [3]) 
как решение следующей задачи: 

Найти такие не равные тождественно нулю 
многочлены 1,..., ,kA A  deg 1j jA n   ( 1,..., ),j k  

что 

| |
1

( ) ( ) ( ) .
k

n
j j n

j

c
A z f z B z

z

          (3.1) 

где ( )B z  – полиномиальная часть ряда 

1

( ) ( ).
k

j j
j

A z f z

  

Условия (1.1) и (3.1) для отыскания много-
членов jA  равносильны [4, с. 158]. Поэтому по-

ставленная задача имеет решение. Многочлен 
( )B z  называют многочленом второго рода для 

набора 1( ,..., ).kA A A  Если f  состоит из мар-

ковских функций (1.3), то [4, с. 158] 

1

( ) ( )
( ) ( ).

j

k
j j

j
j

A z A
B z d x

z x 

 
 

   

В общем случае 

1

( ) ( )
( ) ,j

k
j j

s
j

A z A
B z

z

  
    
S          (3.2) 

где js
S  действует на многочлен переменной .  

Чтобы доказать равенство (3.2) введём дополни-
тельные обозначения. Заменив в определителе 
(2.1) последнюю строку строкой 

 
1

1 1 1
| | 2 | | 1 | | 3 | | 2 | | 1 | | 3 ,

k

k k k
n i n i n n i n i n i n n if f f f f f                 

получим новый определитель. Его обозначим 
через , .n id  При 0jn   в матрице-строке ( )jU z  

поменяем ненулевые элементы: 1 заменим 0, z  
заменим 0 ,jf  2z  заменим 0 1

j jf z f  и т. д., нако-

нец, 1jnz   заменим 
2

2

0

j

j

n
n pj

p
p

f z


 


  (при 1jn   в 

( )jU z  единственный ненулевой элемент 1 заме-

ним 0). Полученную матрицу-строку обозначим 
через ( ).jV z  Определим матрицу-строку ( )V z  

равенством 

1( ) ( ) ( ).kV z V z V z   

Следствие 3.3. Пусть kn   – допусти-

мый индекс, а n-ые полиортогональные много-
члены 1,..., kA A  определяются равенствами (2.1). 
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Тогда многочлен ( ),B z  заданный формулой (3.2), 

представим в виде 

 ( ) ( ) ,
T

nB z det G V z             (3.3) 

и для него 
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| | 1
1 1
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         (3.4) 

Доказательство. Определитель 
( ) ( )j jA z A

z

 


 

отличается от определителя в правой части ра-
венства (2.1) только тем, что в нём вместо строки 

jU  стоит строка 

2
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Применяя к последней строке этого определите-
ля функционал ,js

S  а затем вычисляя сумму в 

(3.2), получим (3.3). Чтобы доказать (3.4), заме-
тим, что из условий теоремы следует равенство 
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j
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В полученном определителе из последней строки 
вычтем: первую строку, умноженную на 1,z  

вторую строку, умноженную на 2 ,z  и так далее, 
вплоть до предпоследней строки, умноженной на 

| | 1.nz   В результате в правой части предыдущего 
равенства получим определитель, у которого 
последний элемент каждого столбца состоит из 
многочлена относительно переменной z  и ряда 
по степеням 1z  с лакунами. Сохраняя в послед-
ней строке этого определителя в каждом столбце 
только полиномиальную часть, придем к опреде-
лителю ( )B z  и представлению 

1
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k

j j
j

A z f z B z
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Здесь мы воспользовались определением суммы 
степенного ряда и правилом сложения определи-
телей. Заметим, что если ряд в (1.1) является 
формальным, то и соответствующий ряд в (3.4) 
также является формальным.                                 

Следствие 3.4. Если ненулевой мультиин-
декс kn   является допустимым для системы 

f, то 

1deg max{ ,..., } 2.kB n n   
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