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DEFORMATION OF A THREE-LAYER CIRCULAR PLATE 
UNDER COSINE LOADING IN ITS PLANE 
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Исследованы перемещения в несимметричной по толщине круглой трехслойной пластине при неосесимметричном на-
гружении в своей плоскости. Распределенная нагрузка, зависящая от радиальной и тангенциальной координат, прило-
жена в срединной плоскости заполнителя. Уравнения равновесия получены вариационным методом Лагранжа. Общее 
решение выписано в рядах Фурье. Решение в конечном виде приведено для косинусоидальной нагрузки. Проведена его 
численная апробация. 
 
Ключевые слова: трехслойная круглая пластина, перемещения, неосесимметричное растяжение-сжатие, косинусои-
дальная нагрузка. 
 
The displacements in a round three-layer plate asymmetric in thickness under non-axisymmetric loading in its plane are investi-
gated. The distributed load, depending on the radial and tangential coordinates, is applied in the median plane of the aggregate. 
Equilibrium equations are obtained by the variational Lagrange method. The general decision is written out in the Fourier se-
ries. The final solution is given for a cosine load. It was numerically tested.  
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Введение 
К материалам, применяемым в современном 

машиностроении и строительстве, диктуются все 
более высокие требования по прочности и долго-
вечности. Это обусловило появление композици-
онных, в том числе трехслойных, элементов кон-
струкций.  

Изучению их деформирования посвящено 
множество публикаций. Постановки и методы 
решения соответствующих краевых задач приве-
дены в монографиях [1]–[4]. Колебаниям трех-
слойных элементов конструкций под действием 
различных нагрузок посвящены статьи [5]–[12]. 
В публикациях [13]–[18] рассмотрено напряжен-
но-деформированное состояние трехслойных 
стержней, прямоугольных и круговых пластин 
при термосиловых нагружениях. Результаты, 
исследований изотермического осесимметрично-
го деформирования трехслойных круговых и 
кольцевых пластин, в том числе связанных с уп-
ругим основанием, приведены в статьях [19]–
[25]. Постановка и вывод основных уравнений 
равновесия трехслойных круглых пластин при 
деформировании в своей плоскости опубликова-
ны в статьях [26]–[30].  

Здесь приведена общая постановка и реше-
ние краевой задачи о неосесимметричном растя-
жении-сжатии и кручении упругой круговой 
трехслойной пластины. Рассмотрен частный слу-
чай нагружения косинусоидальной нагрузкой, 
получены аналитические и численные результаты. 

1 Определение общего решения краевой 
задачи 

Рассматривается несимметричная по тол-
щине трехслойная круглая пластина, состоящая 
из двух несущих слоев и толстого несжимаемого 
заполнителя. Постановка задачи приводится в 
цилиндрической системе координат (r, φ, z), свя-
занной со срединной плоскостью заполнителя 
(рисунок 1.1). К срединной плоскости заполни-
теля приложена внешняя распределенная нагруз-
ка, проекции которой на оси координат: pr(r, φ), 
pφ(r, φ). 

 

 
Рисунок 1.1 – Расчетная схема круглой 

трехслойной пластины 
 

Искомые перемещения обозначим через 
ur(r, φ), uφ(r, φ). Радиальные и тангенциальные 
деформации будут определяться соотношениями: 
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Напряжения следуют из закона Гука. Урав-
нения равновесия рассматриваемой трехслойной 
пластины получим, используя вариационный 
принцип Лагранжа:  

А = W, 
где А – вариация работы внешних сил; W – 
вариация работы напряжений.  

Вариация работы внешней поверхностной 
нагрузки будет 

S

( ) ,r rA p u p u rdr d        

где двойной интеграл берется по всей срединной 
поверхности заполнителя S.  

Виртуальная работа сил упругости  
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Проведя необходимые преобразования, по-
лучим систему дифференциальных уравнений 
равновесия в перемещениях: 
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  (1.1) 

где запятая в нижнем индексе обозначает опера-
цию дифференцирования по следующей за ней 
координате; 1,a  2 ,a  3a  – коэффициенты, опре-

деляющиеся через геометрические и упругие 
характеристики материалов слоев  
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Для решения системы уравнений (1.1) иско-
мые перемещения и нагрузки раскладываются в 
тригонометрические ряды Фурье по координате φ: 
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 (1.2) 

где  0 ,ru r   0u r  – перемещения, соответству-

ющие осесимметричному нагружению;    1 ,rnu r  
   2 ,rnu r     1 ,nu r     2

nu r  – искомые амплитудные 

составляющие перемещений, зависящие от ради-
альной координаты;  0 ,rp r   0p r  – осесим-

метричные составляющие нагрузки;    1 ,rnp r  
   2 ,rnp r     1 ,np r     2

np r  – амплитудные состав-

ляющие радиальной и тангенциальной неосе-
симметричных внешних нагрузок, которые опре-
деляются формулами 

       
2

1

0

1
, cos ,rn rp r p r n d



   
   

       
2

2

0

1
, sin ,rn rp r p r n d



   
   

       
2

1

0

1
, cos ,np r p r n d



    
   

       
2

2

0

1
, sin .np r p r n d



    
         (1.3) 

После подстановки разложений (1.2) в урав-
нения равновесия (1.1) и приравнивания коэф-
фициентов при одинаковых тригонометрических 
функциях, получим систему из четырех обыкно-
венных линейных дифференциальных уравнений 
для определения искомых амплитудных функций: 
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Общее решение системы (1.4) представим в виде 
суммы решений соответствующей однородной 
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системы и частного решения  1 ,rnu    1 ,nu 
   2 ,rnu   

 2
nu 

  данной системы. Для однородной системы 

общее решение получено с помощью программ-
ного пакета Maple. В результате, с учетом усло-
вия ограниченности перемещений в центре пла-
стины, амплитудные перемещения для n-ой со-
ставляющей принимают вид 
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где niC   1, , 4i    – константы интегрирования, 

следующие из граничных условий; 1,nS  2nS  – 

степени в фундаментальных решениях, завися-
щие от параметра n, геометрических и упругих 
характеристик материалов слоев 
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1,nh  2nh  – коэффициенты 
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2 Косинусоидальная нагрузка  
Рассмотрим деформирование пластины под 

действием неосимметричной косинусоидальной 
нагрузки (рисунок 2.1) 

  0, cos ,rp r p    0,p   0 const.p    (2.1) 

Коэффициенты разложения нагрузки (2.1) в 
ряд (1.2) следуют из (1.3) 
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Рисунок 2.1 – Расчетная схема 

при косинусоидальной нагрузке 
 

Разложение нагрузки в ряд (2.2) содержит 
одно ненулевое слагаемое, которое не зависит от 
радиальной координаты, при этом 11 0,S   

11 1.h    Ненулевой компонент перемещений 

будет  
 

   

121
1 11 12 12

21 3
0

1 2 1 2 3

3
,

4 2

S
ru C C h r

a a
p r

a a a a a

   



   

 

 

  
122 21 2 3

1 11 12 0
1 2 1 2 3

2 3
,

4 2
S a a a

u C C r p r
a a a a a

 
  

   
 

  122
1 13 14 12 ,S

ru C C h r   
  121
1 13 14 ,Su C C r                      (2.3) 

где          
  1 2 1 2 3

12
1 3

2
,

a a a a a
S

a a

  
  

 2
1 3 3 3 2 3 12

12 2 2 2
1 1 3 2 2 3 3

.
2

a a a a a a S
h

a a a a a a a

  


   
 

Константы интегрирования 11,С  12 ,С  13 ,С  

14С  следуют из условия равенства нулю пере-

мещений (2.3) на контуре 
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13 0,С   14 0.С                      (2.4) 



А.В. Нестерович 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (42), 2020 88 

Полные перемещения в пластине следуют 
из соотношений (1.2)  

       1
0 1, cos ,r r ru r u r u r     

       2
0 1, sin ,u r u r u r              (2.5) 

где    1
1 ,ru r     2

1u r  определяются соотношения-

ми (2.3), (2.4).  
Симметричная составляющая перемещений 

отсутствует, поэтому 0 ( ) 0,ru r   0 ( ) 0.u r   

Окончательно выражения для полных переме-
щений примут вид:  
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3 Численные результаты  
Результаты получены при интенсивности по-

верхностной распределенной нагрузки p0 = 10 МПа. 
Материалы слоев Д16Т-фторопласт-4-Д16Т, ра-
диус пластины r0 = 1 м, толщины слоев 1 0,02h   м, 

2 0,04h   м, 3 2 ,h c  0, 2c   м. Механические 

характеристики материалов заимствованы из [3].  
На рисунке 3.1 показано изменение ради-

альных перемещений ur(r, φ) вдоль радиуса пла-
стины при различных значениях угловой коор-
динаты: 1 – φ = 0, 2π; 2 – φ = π / 4, 7π / 4; 3 – φ = 
= 3π / 4,  5π / 4;  4 – φ = π.  Положительный   знак 

 

 
Рисунок 3.1 – Изменение радиальных 

перемещений ur(r, φ) вдоль радиуса пластины 
 

 
Рисунок 3.2 – Изменение тангенциальных 

перемещений uφ(r,φ) вдоль радиуса пластины 
 

 

    
Рисунок 3.3 – Изменение радиальных ur(r, φ) и тангенциальных uφ(r, φ)  

перемещений в зависимости от окружной координаты 
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радиальных перемещений показывает растяже-
ние, отрицательный – сжатие. Таким образом, 
первая и четвертая четверти пластины растяну-
ты, вторая и третья – сжаты, из чего следует, что 
центр пластины сдвинут вправо. Максимальные 
значения радиальных перемещений по модулю 
достигаются в центре сечения.  

Рисунок 3.2 иллюстрирует изменение тан-
генциальных uφ(r, φ) перемещений вдоль радиуса 
пластины при различных значениях угловой ко-
ординаты: 1 – φ = π / 4, 3π / 4; 2 – φ = π / 2; 3 – φ = 
= 5π / 4, 7π / 4; 4 – φ = 3π / 2. Максимальные зна-
чения тангенциальных перемещений совпадают 
по модулю с радиальными и достигаются в цен-
тре пластины. Точки верхней части пластины 
поворачиваются по часовой стрелке, т. к. соот-
ветствующие тангенциальные перемещения от-
рицательные, нижней – против часовой стрелки. 

Рисунок 3.3 иллюстрирует изменение ради-
альных ur(r, φ) – (а) и тангенциальных uφ(r, φ) – 
(б) перемещений в зависимости от окружной 
координаты φ: 1 – r = 0, 2 – r = r0 / 3, 3 – r =  2r0 / 3. 
Экстремальные значения радиальных перемеще-
ний соответствуют экстремумам функции cosφ, 
тангенциальных – sinφ. При приближении к кон-
туру пластины перемещения уменьшаются до 
нуля в соответствии с граничными условиями. 
 

Заключение 
Предложенное общее аналитическое реше-

ние и численные результаты могут быть исполь-
зованы для исследования напряженно-деформи-
рованного состояния при нагружении произ-
вольной неосесимметричной нагрузкой в плос-
кости пластины.  
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